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Проводится построение математической моде-
ли для описания двухслойных стационарных те-
чений жидкости и газа с учетом испарения. Си-
стема снабжена твердыми непроницаемыми гра-
ницами и находится под действием продольных
градиентов температуры. Моделирование прово-
дится на основе уравнений Навье-Стокса в при-
ближении Обербека-Буссинеска с учетом эффек-
тов Соре и Дюфура в верхнем газо-паровом слое.
Данные эффекты также учитываются при опре-
делении условий тепло- и массопереноса на термо-
капиллярной границе раздела. Также на границе
раздела выполняются кинематическое и динами-
ческие условия, а концентрация насыщенного па-
ра определяется исходя из уравнения Клапейро-
на–Клаузиуса. Расход газа в верхнем слое счита-
ется заданной величиной. Построены точные ре-
шения системы уравнений, учитывающие влия-
ние продольных градиентов температуры, грави-
тации, концентрационных и температурных эф-
фектов на структуру течения и интенсивность
процесса испарения в системе.
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This paper presents a mathematical model devel-
opment for description of the two-layer stationary
liquid and gas flows with evaporation. The system
is restricted by rigid impenetrable borders and
is subjected to longitudinal gradients of temperature.
The modeling is performed on the basis of the
Navier-Stokes equations in the Oberbeck-Boussinesq
approximation with Soret and Dufour effects in the
upper gas-vapor layer. These effects are also taken
into account when determining heat and mass
transfer conditions at the thermocapillary interface.
Kinematic and dynamic conditions are also assumed
to be fulfilled on the interface. Concentrations
of the saturated vapor are defined from the
Clapeyron-Clausius equation. The gas flow rate
in the upper layer is considered a given value.
Exact solutions of equations that take into account
the influence of longitudinal temperature gradients,
gravity, concentration and temperature effects on the
structure of the flows, and evaporation in the system
are elaborated.
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evaporation, exact solution, Soret and Dufour effects.

Введение. Процессы диффузии легкой при-
меси в жидкости и испарения в двухслойных си-
стемах изучаются довольно давно. На практи-
ке встречаются случаи, когда процессы тепло-
и массопереноса в жидкостях оказывают взаим-
ное влияние, а потому их требуется изучать осо-
бенно тщательно. Эффекты Соре, возникающие
в бинарных системах, связаны с молекулярным
переносом вещества при наличии в исследуемой

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(проект № 14-08-00163).

среде градиента температур [1]. Под эффектами
Дюфура понимают явление возникновения разно-
сти температур вследствие разности концентра-
ций компонент смеси [2, 3].

Одним из первых результатов по моделирова-
нию двухслойных течений с испарением на основе
точных решений, но без учета термокапиллярно-
сти границы раздела, является работа [4]. В иссле-
дованиях [5, 6] построено точное решение, описы-
вающее конвективные течения жидкости в гори-
зонтальном слое под действием спутного потока
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газа и исследован механизм контроля течений.
Моделирование двухслойных течений жидкости
и газа с учетом испарения на термокапиллярной
границе раздела проведено в работах [7–10]. При
этом задача о двухслойных течениях решается ли-
бо в предположении о недеформируемости грани-
цы раздела [7–9], либо в полной постановке [10]
при заданном расходе газа.

В настоящей работе исследуются стационар-
ные двухслойные течения жидкости и газа с уче-
том испарения через границу раздела. Верхняя
и нижняя границы канала считаются твердыми
и непроницаемыми стенками. Моделирование
проводится на основе точных решений типа Би-
риха системы уравнений Навье-Стокса в прибли-
жении Обербека-Буссинеска [11]. В верхнем газо-
паровом слое учитываются эффекты Соре и Дю-
фура. На верхней твердой границе рассматрива-
ется условие для концентрации пара, выражаю-
щее отсутствие потока пара.

1. Постановка задачи о двухслойных
течениях с учетом испарения. Построение
точных решений специального вида. Ско-
рость, распределение температуры и давление
в нижнем слое системы определяются из следую-
щей системы уравнений, записанной в безразмер-
ном виде:
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Здесь введены следующие обозначения: u1, v1 —
проекции вектора скорости жидкости на оси Ox и
Oy декартовой системы координат; p′1 — модифи-
цированное давление (отклонение от гидростати-
ческого); T1 — температура жидкости. В качестве
характерных выбраны значения параметров жид-
кости: l — толщина слоя жидкости, u∗ — харак-
терная скорость, T∗ — характерная температура,
p∗ = ρ1u

2
∗

— характерное давление, ν1 — коэф-
фициент кинематической вязкости, β1 — коэффи-
циент теплового расширения, χ1 — коэффициент
температуропроводности.

В задаче используются следующие безразмер-
ные комплексы: Re = u∗l/ν1 — число Рейнольдса,

Ra = gβ1T∗l
3/ν1χ1 — число Релея, Pr = ν1/χ1 —

число Прандтля.
Искомые функции в бинарной смеси (скорость,

распределение температуры, концентрация при-
меси и давление) определяются из следующей си-
стемы уравнений:
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Здесь u2, v2 — проекции вектора скорости сме-
си газа и пара на оси Ox и Oy декартовой систе-
мы координат; p′2 — модифицированное давление,
(p′2 = p2 − ρ2g · x); p2 — давление в верхнем
слое; T2 — температура газа; C — концентрация
примеси (пара) в газе. Введены также следующие
безразмерные комплексы: Rad = gγl3/ν1D — чис-
ло Релея диффузионное, Ped = u∗l/D — число
Пекле диффузионное, αT = δ/T∗ и αC = αT∗, где
D — коэффициент диффузии, γ — концентраци-
онный коэффициент плотности, коэффициенты δ
и α определяют эффекты Дюфура и термодиф-
фузии (Соре). Параметры ρ̄ = ρ2/ρ1, ν̄ = ν2/ν1,
χ̄ = χ2/χ1, β̄ = β2/β1 также являются безразмер-
ными. Отметим, что аномальная термодиффузия
характеризуется отрицательными значениями па-
раметра α.

Точные решения, описывающие исследуемые
процессы как в нижнем, так и в верхнем слоях
системы, имеют следующий вид:

ui = ui(y), vi = 0, C = (b1 + b2y)x+ φ(y), (10)

Ti = (A+ ai2y)x+ ϑi(y), i = 1, 2, (11)

т.е. только продольная составляющая скорости
отлична от нуля, а температура и концентрация
пара линейно зависят от горизонтальной коорди-
наты.
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1.1. Общая схема нахождения точного
решения в жидком слое. Продифференциру-
ем уравнение (1) по x, а уравнение (2) — по y.
Учитывая, что смешанные производные функции
p′1 равны, получим обыкновенное дифференци-
альное уравнение для функции u1(y), решением
которого является следующее выражение:
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2
+ c2y + c3. (12)

Путем подстановки полученной функции ско-
рости (12) в уравнение (4) определим распределе-
ние температуры в жидкости

T1 = (A+ a12y)x+
y7

42
{Ra

a12
24

a12}+ (13)

+
y6

30
{Ra

A

24
a12 +Ra

a12
6
A}+

+
y5

20
{Ra

A

6
A+ PrRe

c1a
1
2

2
}+

+
y4

12
{PrRe

c1A

2
+ PrRec2a

1
2}+

y3

6
{PrRec2A+PrRec3a

1
2}+

y2

2
PrRec3A+y c4+c5.

Для нахождения функции давления проинте-
грируем (1) и подставим результат в (2). Ис-
пользуя выражения (12) и (13), получим уравне-
ние, определяющее изменение модифицированно-
го давления p′1 в жидком слое
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Здесь ci (i = 1, ..., 5), c̃3 — произвольные по-
стоянные, подлежащие определению с помощью
граничных условий. Константы ki (i = 0, ..., 7) вы-
ражаются через ci.

Таким образом, определены точные решения
системы (1)–(4).

1.2. Общая схема нахождения точного
решения в газовом слое. Для определения
функции скорости в верхнем слое газа продиффе-
реницируем соотношения (5) и (6) по x и по y со-
ответственно. Воспользовавшись равенством сме-
шанных производных функции p′2, получим урав-
нение для определения u2(y), решением которого
является функция
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Температура и концентрация примеси в верх-
нем слое определяются из уравнений (8) и (9). Ис-
пользуя формулы (10) и (11) и домножая (8) на D,
а (9) на χ2δ, получим обыкновенное дифференци-
альное уравнение, задающее распределение тем-
пературы вида
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Точное решение для концентрации пара нахо-
дится с помощью соотношения (9), а также фор-
мул (15) и (16)
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Выражение для модифицированного давления
p′2 выстраивается путем интегрирования уравне-
ния (5) и подстановки полученного соотношения
в (6). Решением данного уравнения с учетом фор-
мул (15), (16) и (17) является следующее выраже-
ние:
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Здесь f1 =
PrRea22 − χ̄αTPedb2

χ̄(1 − αTαC)
, f2 =

PrReA− χ̄αTPedb1
χ̄(1− αTαC)

, а c̄i (i = 1, .., 7) — произ-

вольные постоянные, подлежащие определению;
k̄i (i = 0, ..., 7) выражаются через c̄i.

Константы интегрирования, возникающие
в ходе поиска решений систем (1)–(4) и (5)–(9),
должны быть найдены из условий, определяю-
щих поведение системы на твердых и свободной
границах.

2. Граничные условия. Скорость на
верхней y = h и нижней y = −1 твердых
непроницаемых границах должна удовлетворять
условиям прилипания: u2(h) = 0, u1(−1) = 0.
Температура на твердых границах распределена
линейно относительно продольной координаты:
T1 | y=−1 = A1x + ϑ−, T2 | y=h = A2x + ϑ+. Кон-
станты A, A1 = A + a12(−1), A2 = A + a22h
определяют продольные градиенты температур.
Для концентрации пара на верхней твердой
границе y = h выполняется условие нулевого

потока пара:
∂C

∂y
|y=h = 0. На границе раз-

дела сред полагаются выполненными условия
непрерывности скорости и температуры: u1(0) =
u2(0), T1|y=0 = T2|y=0. На границе выполняется

условие:
∂T1

∂y
− κ̄

∂T2

∂y
−αT κ̄

∂C

∂y
|y=0 = −λ̄M . Здесь

M выражает массу жидкости, испаряющейся
с единицы площади поверхности в единицу вре-
мени (безразмерная величина), κ̄ = κ2/κ1, a κ1

и κ2 — коэффициенты теплопроводности в жидко-

сти и газе, соответственно; λ̄ =
λM∗l

κ1T∗

. Уравнение

баланса масс на границе раздела имеет следую-

щий вид: αMM = −(
∂C

∂y
|y=0 + αC

∂T2

∂y
|y=0), где

αM =
M∗l

Dρ2
. Уравнение Клапейрона-Клаузиуса

определяет концентрацию насыщенного пара
[4, 9, 10]. Для не слишком больших значений T2

может быть использовано линеаризованное урав-

нение: C|y=0 = C∗[1 + ε(T2|y=0 − T0)], ε =
λµ

RT 2
0 T∗

.

Здесь C∗ — концентрация насыщения пара при
T2 = 0; µ — молекулярный вес испаряющейся
жидкости; R — газовая постоянная; T0 — темпе-
ратура, принятая за начало отсчета (например,
20 0C). Кроме того, на границе раздела должны
выполняться кинематическое и динамическое

условия. Первое выполняется автоматически,
исходя из вида функции скорости (см. (10)). Про-
екция динамического условия на касательный
вектор в безразмерном виде записывается сле-

дующим образом: u1 y = ρ̄ν̄u2 y +
Ma

RePr

∂T2

∂x
, где

Ma =
σTT∗l

ρ1ν1
, σT — температурный коэффициент

поверхностного натяжения σ. Проекция динами-
ческого условия на нормаль имеет следующий
вид: p1 = p2. Постоянная величина Q определяет
расход газа в верхнем газо-паровом слое согласно

следующей формуле:
∫ h

0 u2dy = Q. С помощью
заданных сформулированных условий определя-
ются все константы ci, ci, M0 (i = 1, ..., 5) для
нахождения профилей скорости и температуры
для обеих сред и концентрации пара в газе (см.
(12), (13), (15), (16), (17)).

3. Определение констант интегрирова-

ния. Из условия нулевого потока пара
∂C

∂y
|y=h =

0 следует, что коэффициент b2 = 0. Выполнение
условия баланса масс на границе раздела влечет
за собой равенство a22 = 0, а вследствие условия
теплопереноса и a12 = 0. Тогда, исходя из условий
на твердых границах для температуры, получаем
равенство продольных градиентов температуры:
A = A1 = A2. Уравнение Клапейрона-Клаузиуса
определяет выражение для вычисления коэффи-
циента b1: b1 = C∗εA. Вследствие непрерывности
скорости и температуры на границе раздела сред
выполняются следующие соотношения: c3 = c̄3,
c5 = c̄5. Выполнение динамических условий вле-

чет равенства c1 = ρ̄ν̄c̄1 и c2 = ρ̄ν̄ c̄2 +
Ma

RePr
A.

Из уравнения баланса масс следует также M =

−
1

αM

c̄6 −
αC

αM

c̄4, а из условия теплопереноса по-

лучим c̄6 =
αM

λ̄+ αTαM κ̄
c4 −

κ̄αM + αC λ̄

λ̄+ αTαM κ̄
c̄4. Пере-

менная c̄7 может быть определена из выражения
c̄7 = C∗[1 + ε(c5 − T0)], продиктованного уравне-
нием Клапейрона-Клаузиуса.

Коэффициенты c̄i, i = 1, 3 можно определить
из следующей системы уравнений:

1

2
ρ̄ν̄c1 − ρ̄ν̄c2 + c̄3 =

1

6

Ra

RePr
A+

Ma

RePr
A

h2

2
c1 + hc2 + c̄3 = −

h3

6
(

Ra

RePr
A+

Rad
Ped

1

ν̄
b1)

h3

6
c1 +

h2

2
c2 + hc̄3 = Q−

h4

24
(

Ra

RePr
A+

Rad
Ped

1

ν̄
b1).

С найденными c̄i, i = 1, 3, а следовательно, и ci,
i = 1, 3 неизвестные c4, c5, c̄4 вычисляются из сле-
дующей системы:
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−c4 + c5 = ϑ− −
1

20

Ra

6
A2 +

1

12

1

2RePr
Ac1−

−
1

6

1

RePr
Ac2 +

1

2

1

RePr
Ac3

hc4 + c5 = ϑ+ −
h5

120
f2(

Ra

PrRe

β̄

ν̄
A+

Rad
Ped

1

ν̄
b1)−

−
h4

24
f2c1 −

h3

6
f2c2 −

h2

2
f2c3,

−
αM

λ̄+ αTαM κ̄
c4 +

αM κ̄+ λ̄αC

λ̄+ αTαM κ̄
c̄4 =

=
h4

24
{
RaPed
RePr

β̄

ν̄
b1A+Rad

1

ν̄
(b1)

2)−

−αC [f2(
Ra

PrRe

β̄

ν̄
A+

Rad
Ped

1

ν̄
b1)]}+

+
h3

6
{Pedb1c1 −αCf2c1}+

h2

2
{Pedb1c2 −αCf2c2}+

+h{Pedb1c3 − αCf2c3}.

Таким образом, вычисляются все коэффици-
енты, определяющие зависимости искомых функ-
ций от пространственных переменных.

Заключение. Построенные точные решения
позволяют исследовать течения в двухслойных
системах с учетом испарения с границы раздела.
Эффекты Соре и Дюфура влияют на распределе-
ние температуры в жидкости и газе, концентра-
цию пара в верхнем слое системы, а также массу
испаряющейся жидкости. Расход газа также вли-
яет на структуру течения и интенсивность про-
цесса испарения.

Автор выражает искреннюю благодарность
научному руководителю О.Н. Гончаровой за по-
становку задачи и обсуждение результатов.
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