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Показано численное решение двумерной зада-
чи движения воды и воздуха в тающем снеге.
В качестве математической модели используют-
ся уравнения сохранения массы для каждой фа-
зы, уравнения двухфазной фильтрации Маскета-
Леверетта для воды и воздуха, уравнение сохране-
ния энергии для тающего снега и уравнение дви-
жения льда. На поверхности снежного покрова за-
даются насыщенность воды, температура воздуха
(выше температуры плавления льда), атмосфер-
ное давление воздуха, скорость воды и воздуха,
на границе контакта с промерзшим грунтом вода
отсутствует, заданы температура воздуха (ниже
температуры плавления льда) и давление. При-
веден обзор моделей снежного покрова разного
уровня детализации физических процессов. Рас-
смотрены балансовые модели, обсуждаются про-
блемы получения натурных данных. Описан алго-
ритм численного решения двумерной задачи дви-
жения воды и воздуха в тающем снеге. Задача
сводится к системе из трех уравнений относитель-
но температуры, «приведенного» давления и на-
сыщенности водной фазы. Для полученной систе-
мы уравнений рассмотрена начально-краевая за-
дача и построена конечно-разностная схема на ос-
нове метода переменных направлений. Проведе-
ны расчеты тестовой задачи, определены насы-
щенность и температура при заданных началь-
ных приближениях и проведен графический ана-
лиз результатов. Для насыщенности воды уста-
новлено свойство конечной скорости распростра-
нения возмущений.

Ключевые слова: тающий снег, пористая трех-

фазная среда, фазовые переходы, численный рас-

чет, метод переменных направлений.
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In this paper, a numerical solution of a two-
dimensional problem of water and air movement
in melting snow is presented. The equation of mass
conservation for each phase, the equations of two-
phase filtration of Musket-Leverette for water and
air, equation of energy conservation for melting
snow and equation of motion of ice were used
as a mathematical model. Formulation of the
problem is given with the following parameters:
water saturation, air temperature (above the melting
temperature of ice), atmospheric air pressure,
water and air velocities on the snow surface,
air temperature (below the melting temperature
of ice), and pressure with no water at the frozen
ground surface. Among other things, an overview
of snow cover models for different detail levels
of physical processes is presented. Balance models
of snow cover are considered, and the problem
of obtaining field data is discussed. Presented
numerical solution of the two-dimensional problem
of water and air movement in melting snow.
The problem is reduced to a system of three
equations for temperature, "reduced"pressure and
saturation of a water phase. The obtained system
of equations is considered to be an initial-boundary
value problem, and the finite-difference scheme based
on the alternating directions method is elaborated.
Test calculations and validation are performed with
saturation and temperature defined for given initial
approximations. Graphical analysis of the obtained
results is described. Also, finite perturbation velocity
for water saturation is estimated.

Key words: melting snow, three-phase porous

media, phase transitions, numerical solution, method

of alternating directions.
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

1. Постановка задачи. Снег представля-
ет собой пористую среду, твердый каркас кото-
рой составляют частички льда. В процессе тая-
ния в пористой среде происходит совместное дви-
жение воды (i = 1), воздуха (i = 2) и льда
(i = 3). В снеге происходят постоянные фазовые
превращения, ведущие к перераспределению фа-
зовых масс. Для описания процесса используют-
ся уравнения сохранения массы для каждой фа-
зы, уравнения двухфазной фильтрации Маскета-
Леверетта для воды и воздуха, уравнение сохра-
нения энергии для тающего снега (в пренебреже-
нии сублимацией и обменом массами между водой
и воздухом) и уравнение движения льда [1, 2]:

∂
∂t
(ρ0iαi) + div(ρ0iαi~ui) =

3
∑

j=1

Iji, i = 1, 3,

Iji = −Iij ,
3
∑

i,j=1

Iij = 0,

(1)

~vi − ~v3 = −K0
k0i

µi
(∇pi + ρ0i~g), i = 1, 2,

p2 − p1 = pc(s1, θ),
2
∑

i=1

si = 1,

(2)

(
3
∑

i=1

ρ0i ciαi)
∂θ

∂t
+ (

3
∑

i=1

ρ0i ci~vi)∇θ =

= div(λc∇θ) + ν
∂ρ03α3

∂t
,

(3)

α3ρ
0
3(

∂u3

∂t
+ u3

∂u3

∂z
) = −gρ03α3 −

∂p3

∂z
+

+µ3
∂2u3

∂z2 − 2
k

3
∑

j

µ3µjβj3

µ3

αj
βj

+µj
α3
β3

(u3 − uj),

(4)

−
∂u3

∂z
= λ∗

1− α3

α3
p3,

где αi — концентрация i-й фазы; ρ0i — плотность
i-й фазы; ~ui — скорость i-й фазы; Iij — интенсив-
ность перехода массы из j-й в i-ю составляющую
в единице объема в единицу времени; ρi – приве-
денная плотность, связанная с ρ0i и αi соотноше-
нием ρi = αiρ

0
i ; ~vi = msi~ui — скорости фильтра-

ции воды и воздуха; s1, s2 — насыщенности воды
и воздуха (α1 = ms1, α2 = ms2, α3 = 1 − m);
~v3 = (1 −m)~u3 — расход льда; K0 — тензор филь-
трации; k01, k02 — относительные фазовые про-
ницаемости воды и воздуха (k0i = k0i(si) ≥ 0,
k0i
∣

∣

si=0
= 0); µi — динамическая вязкость; pi —

давление i-й фазы; pc — капиллярное давление;
~g = (0, 0,−g) — вектор ускорения силы тяже-
сти; θ — температура среды (θi = θ, i = 1, 2, 3);
ci = const > 0 — теплоемкость i-й фазы при по-
стоянном объеме; ν = const > 0 — удельная тепло-
та плавления льда; λc — теплопроводность снега

(λc = ac + bcρ
2
c , ρc =

3
∑

i=1

ρ0iαi, ac = const > 0,

bc = const > 0); λ∗ — коэффициент пропор-
циональности; k — безразмерный коэффициент,
характеризующий геометрическую форму фазы
и меняющийся от 2 до 3.

В общем случае величины Iij , ρ0i , βij долж-
ны быть заданы (истинные плотности, как пра-
вило, функции температуры и давления фаз).
В частности, в работе [1] для замыкания системы
(1)–(4) использовались гипотезы: I12 = 0, I23 = 0,
ρ0i = const, i = 1, 2, 3. Причем I31 считается функ-
цией температуры I31 = I31(θ).

Близкие к приведенной выше постановке зада-
чи рассматривались в [2, 3].

Описанию фазовых переходов посвящены ра-
боты [2–7].

В настоящее время все большее применение
находят модели, описывающие взаимодействие
снежного и ледового покрова. Единой модели
ледового покрова, пригодной для прикладных
задач, не существует, что является существен-
ным препятствием для надежного прогнозиро-
вания поведения ледового покрова. Наиболее
изученным является поведение ледового покро-
ва под действием поверхностных или изгибно-
гравитационных волн, когда ледовый покров мо-
делируется упругой плавающей пластиной [8, 9].

Балансовые модели строятся на основе систе-
мы вертикально осредненных уравнений снежных
процессов [10]. Как правило, эта система включа-
ет в себя описание изменения высоты снежного
покрова в зависимомсти от времени, содержание
льда, воды, плотность снега, учитывает таяние
снега, сублимацию, замерзание талых вод и ме-
таморфизм снежного покрова [11].

Большое количество работ посвящено сбору
и анализу натурных данных [12-28].

2. Численное решение. В данном разде-
ле описан численный алгоритм решения двумер-
ной задачи движения воды и воздуха в таю-
щем снеге. За основу взята система уравнений
(1)–(3), описывающая снег как многофазную по-
ристую среду, но без учета скорости движения
льда (~v3 = 0). Следуя [29], введем приведенное
давление p

p = p1 −

1
∫

s

∂pc
∂ξ

k02

µ2

(

k01

µ1
+ k02

µ2

)dξ.

Рассматриваемая система уравнений сводится
к системе из трех уравнений относительно приве-
денного давления p, насыщенности водной фазы
и температуры θ

div(K∇p+ ~f) =
∂

∂t

(

m

(

ρ03
ρ01

− 1

))

, (5)

∂
∂t

(

ρ01ms
)

= ∂
∂t

(

ρ03m
)

+

+div(ρ01(K1∇p+K0a∇s+ ~f0)),

(6)
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(

∑3
i=1 ρ

0
i ciαi

)

∂θ
∂t

+
(

∑3
i=1 ρ

0
i ci~vi

)

∇θ =

= div(λc∇θ) + ν
∂ρ0

3α3

∂t
,

(7)

где

~f = K

1
∫

s

∇
∂pc
∂s

k̄02
k

dξ +K2∇pc +

(

2
∑

i=1

Kiρ
0
i~g

)

,

K = kK0, k = k̄01 + k̄02, k̄0i =
k0i
µi

;

a = −
∂pc
∂s

k̄01k̄02
k

, ~f0 = K1

1
∫

s

∇
∂pc
∂s

k̄02
k

dξ +K1ρ
0
1~g,

Ki = K0k̄0i, i = 1, 2.

Система уравнений (5)–(7) получена при сле-
дующих гипотезах: истинные плотности ρ0i посто-
янны, фазовые переходы воды и льда в воздух
отсутствуют, пористость m считается заданной
функцией температуры m = m(θ).

Правая часть уравнения (6), с учетом пред-

ставления для скорости ~v = −(K∇p+ ~f) = ~v1+~v2,
может быть переписана относительно s, ~v [29]

∂
∂t

(

ρ01ms
)

= ∂
∂t

(

ρ03m
)

+

+div(ρ01(K0a∇s− b~v + ~F )),

(8)

K1K
−1 = k̄01K0(kK0)

−1 = k̄01k
−1 ≡ b(s),

~F = ~f0 − b~f.

С учетом равенства (5) уравнение (8) запишем
в виде

m
∂s

∂t
=

(

ρ03
ρ01

(1 + b)− b− s

)

mθ

∂θ

∂t
+

+div(K0a∇s+ ~F )− b′s(∇s)~v.

(9)

Для численного решения системы (5), (7),
(9) используется метод переменных направлений.
В области Ω = {0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ H}, зададим
начальные условия для s и θ

s(x, y, 0) = s0(x, y), θ(x, y, 0) = θ0(x, y), (10)

и краевые условия

s(x,H, t) = 0, θ(x,H, t) = θ+,

p(x,H, t) = p2(x,H, t)− pc(0, θ
+)−

−
1
∫

s

∂pc

∂ξ
k02

(k̄01+k̄02)
dξ;

(11)

s(x, 0, t) = 0, θ(x, 0, t) = θ−,

p(x, 0, t) = p2(x, 0, t)− pc(0, θ
−)−

−
1
∫

s

∂pc

∂ξ
k02

(k̄01+k̄02)
dξ;

(12)

∂s

∂x
= 0,

∂θ

∂x
= 0,

∂p

∂x
= 0 (x = L); (13)

∂s

∂x
= 0,

∂θ

∂x
= 0,

∂p

∂x
= 0 (x = 0). (14)

Начальное состояние снега задается распреде-
лениями насыщенности воды и температуры. На
верхней и нижней границах насыщенность равна
0, а температура имеет значения θ+ (больше плав-
ления льда) и θ− (меньше замерзания воды) соот-
ветственно. Область, занимаемая снегом, опреде-
ляется по значению пористости (если пористость
0 < m < 1, то в данной точке присутствует снег).

Численное решение проводится в предположе-
нии K0 = const, а относительные фазовые прони-
цаемости определяются по формулам

k01 = sn1 , k02 = (1− s)n2 .

Пористость задается следующим образом [30]:

m =







1, θ ≥ θ+,
m− +m1(θ − θ−), θ− ≤ θ ≤ θ+,
m−, θ ≤ θ−,

где n1, n2, m(θ−) ∈ (0, 1), m1 = (1 − m−)/(θ+−
−θ−) — заданные параметры.

Капиллярное давление является заданной
функцией насыщенности и температуры pc(s, θ) =
= γ(s)p0(θ).

Численные значения параметров задачи пере-
числены в таблице 1.

Рассмотрим вычислительную сетку на обла-
сти Ω. Разобьем область на N1 частей по x и на
N2 частей по y. Тогда

xi+1 − xi = △x = L/N1 ≡ l,

yj+1 − yj = △y = H/N2 ≡ h.

Запишем систему (5), (7), (9) в следующем
виде:

W (s, θ)
∂θ

∂t
= div(λc∇θ)− ~V (~v)∇θ, (15)

div(K∇p+ ~f) =

(

ρ03
ρ01

− 1

)

mθ

∂θ

∂t
, (16)

m
∂s

∂t
= B(s)

∂θ

∂t
+div(K0a∇s+ ~F)+~U(s, ~v)∇s, (17)

где

W (s, θ) =

(

3
∑

i=1

ρ0i ciαi + νρ03mθ

)

,

~V (~v) =

(

3
∑

i=1

ρ0i ci~vi

)

,

B(s) =

(

ρ03
ρ01

(1 + b)− b− s

)

mθ, ~U(s, ~v) = −b′s~v.
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Рассмотрим разностную схему переменных на-
правлений для определения температуры

Wn
ij(θ

n+ 1
2

ij − θnij)/(τ/2) = λn
c
i+1

2
j
(θ

n+ 1
2

i+1j − θ
n+ 1

2

ij )/l2−

−λn
c
i− 1

2
j
(θ

n+ 1
2

ij − θ
n+ 1

2

i−1j )/l
2 + λn

c
ij+ 1

2

(θnij+1 − θnij)/h
2−

−λn
c
ij− 1

2

(θnij − θnij−1)/h
2+

+(ηnx1θ
n+ 1

2

i+1j + βn
x1θ

n+ 1
2

ij + γn
x1θ

n+ 1
2

i−1j )/l+

+(ηny1θ
n
ij+1 + βn

y1θ
n
ij + γn

y1θ
n
ij−1)/h,

переход со слоя n + 1
2 на слой n + 1 описывается

следующим образом:

Wn
ij(θ

n+1
ij −θ

n+ 1
2

ij )/(τ/2) = λn
c
i+1

2
j
(θ

n+ 1
2

i+1j −θ
n+ 1

2

ij )/l2−

−λn
c
i− 1

2
j
(θ

n+ 1
2

ij −θ
n+ 1

2

i−1j )/l
2+λn

c
ij+1

2

(θn+1
ij+1+θn+1

ij )/h2−

−λn
c
ij− 1

2

(θn+1
ij − θn+1

ij−1)/h
2+

+(ηnx1θ
n+ 1

2

i+1j + βn
x1θ

n+ 1
2

ij + γn
x1θ

n+ 1
2

i−1j )/l+

+(ηny1θ
n+1
ij+1 + βn

y1θ
n+1
ij + γn

y1θ
n+1
ij−1)/h,

ηnx1 = (|(Vx)
n
ij | − (Vx)

n
ij)/2, βn

x1 = −|(Vx)
n
ij |,

γn
x1 = (|(Vx)

n
ij |+ (Vx)

n
ij)/2.

Разностная схема для определения p имеет вид

(p
n+ 1

2

ij − pnij)/τ1 =

= Kn
i+ 1

2
j
(p

n+ 1
2

i+1j−p
n+ 1

2

ij )/l2−Kn
i− 1

2
,j
(p

n+ 1
2

ij −p
n+ 1

2

i−1j)/l
2+

+Kn
ij+ 1

2

(pnij+1 − pnij)/h
2 −Kn

ij− 1
2

(pnij − pnij−1)/h
2+

+((fx)
n
i+1j−(fx)

n
i−1j)/2l+((fy)

n
ij+1−(fy)

n
ij−1)/2h−

−
(

ρ03/ρ
0
1 − 1

)

mθ(θ
n+1
ij − θnij)/τ,

где τ1 – итерационный параметр. Переход со слоя
n+ 1

2 на слой n+1 описывается следующим обра-
зом:

(pn+1
ij − p

n+ 1
2

ij )/τ1 =

= Kn
i+ 1

2
j
(p

n+ 1
2

i+1j−p
n+ 1

2

ij )/l2−Kn
i− 1

2
,j
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n+ 1
2
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n+ 1

2

i−1j)/l
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+Kn
ij+ 1

2

(pn+1
ij+1−pn+1

ij )/h2−Kn
ij− 1

2

(pn+1
ij −pn+1
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n
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n
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ij+1−(fy)

n
ij−1)/2h−

−
(

ρ03/ρ
0
1 − 1

)

mθ(θ
n+1
ij − θnij)/τ.

Разностная схема для определения s имеет вид

m(s
n+ 1

2

ij − snij)/(τ/2) = Bn
ij(θ

n+1
ij − θnij)/τ+

+(an
i+ 1

2
j
(s
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2
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2
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2
j
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2
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2
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2
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2
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y2s
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y2s
n
ij−1)/h,

переход со слоя n + 1
2 на слой n + 1 описывается

следующим образом:
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ij )/(τ/2) = Bn
ij(θ

n+1
ij − θnij)/τ+

+(an
i+ 1

2
j
(s

n+ 1
2

i+1j−s
n+ 1

2

ij )−an
i− 1

2
j
(s

n+ 1
2

ij −s
n+ 1

2

i−1j))K0/l
2+

+(an
ij+ 1

2

(sn+1
ij+1−sn+1

ij )−an
ij− 1

2

(sn+1
ij −sn+1

ij−1))K0/h
2+

+((Fx)
n
i+1j−(Fx)

n
i−1j)/2l+((Fy)

n
ij+1−(Fy)

n
ij−1)/2h+

+(ηnx2s
n+ 1

2

i+1j + βn
x2s

n+ 1
2

ij + γn
x2s

n+ 1
2

i−1j)/l+

+(ηny2s
n+1
ij+1 + βn

y2s
n+1
ij + γn

y2s
n+1
ij−1)/h,

ηnx2 = (|(Ux)
n
ij | − (Ux)

n
ij)/2, βn

x2 = −|(Ux)
n
ij |,

γn
x2 = (|(Ux)

n
ij |+ (Ux)

n
ij)/2.

Алгоритм вычисления следующий: сначала нахо-
дятся значения температуры, затем соответству-
ющие давление и насыщенность. Значения на n+ 1

2
слое находятся методом прогонки по x, а значения
на n+ 1 слое — прогонкой по y.

Рис. 1. График изменения температуры

Рис. 2. График изменения насыщенности воды
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Численное решение двумерной задачи движения воды и воздуха в тающем снеге

При расчетах использовались следующие зна-
чения: ρ01 = 103 кг м−3, ρ02 = 1.2928 кг м−3, ρ03
= 0.925× 103 кг м−3 – истинные плотности воды,
воздуха и льда, K0 = 10−9 м2 – тензор фильтра-
ции, µ1 = 0.17865 кг м−1 с−1, µ2 = 1720 × 10−8

кг м−1 с−1 – коэффициенты динамической вяз-
кости воды и воздуха, c1 = 4.18 × 103 кг м2 с−2,
c2 = 29.2 × 103 кг м2 с−2, c3 = 2.04 × 103 кг м2

с−2 – теплоемкости воды, воздуха и льда при по-
стоянном давлении, ν = 6009/18× 10−3 Дж кг –
удельная теплота плавления льда, θ− = 268.15 К,
θ+ = 273.15 К.

На рисунках 1–2 представлены графики при-
меров расчетов изменения температуры и насы-
щенности для тестовой задачи с заданным полем

скоростей. Вычисления проводились на равномер-
ной сетке с 25 узлами как по x, так и по y. Длина и
высота снежного покрова равны 1 м, шаг по про-
странственным переменным составил 0.0416. За-
давались начальные распределения температуры
и насыщенности θ0 и s0. На верхней и нижней гра-
нице задавались краевые условия первого рода.

Численный расчет насыщенности с временным
шагом τ = 0.1 представлен на рисунке 2. За ко-
нечное время значение насыщенности воды стано-
вится равным нулю (вода замерзает).

Авторы статьи признательны С.С. Кузикову
за обсуждение задачи и конструктивные замеча-
ния.
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