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Рассматривается нахождение ситуаций  равновесия 
в модели контроля с неполной информацией. Модель 
контроля формализуется как байесовская игра с  двумя 
лицами, принимающими решения. Нахождение 
 ситуаций равновесия проводится в рамках рассмо-
трения данной модели в виде статической и динами-
ческой игры с неполной информацией. Исследуются 
варианты теоретико-игровых моделей при непол-
ной информированности первого игрока о возмож-
ных типах второго игрока, при неполной информиро-
ванности второго игрока о возможных типах первого 
игрока и при двусторонней неполной информиро-
ванности игроков о возможных типах друг друга. 
В качестве неконтролируемых случайных информа-
ционных параметров принимаются коэффициенты 
функции трудозатрат и функции затрат на контроль. 
Рассматриваются ситуации равновесия Нэша-Байеса 
для статических игр, а также ситуация совершен-
ного равновесия Нэша-Байеса в случае рассмотре-
ния динамической модели игры. Показано влияние 
различной информированности игроков, которая 
определяется субъективным представлением игрока 
о возможных типах других игроков, на выбираемые 
игроками стратегии и получаемые значения целевых 
функций  каждого участника игры.

Ключевые слова: игры с неполной информацией, 
равновесие Нэша-Байеса, байесовские игры, модели 
контроля.

In this paper, we investigate equilibrium states 
of  incomplete information model of control. The formal 
description of the model of control is a Bayesian game 
with two decision-makers. Determination of equilibri-
um states is performed with consideration of this model 
to be in the form of static and dynamic games with incom-
plete information. We study various types of game-the-
oretic models with incomplete knowledge of the first 
player about possible types of the second player and vice 
versa, and models with bilateral incomplete knowledge 
of players about possible types of each other. Labor cost 
function coefficients and control cost function coeffi-
cients are treated as uncontrolled information parame-
ters. We consider the Bayesian Nash equilibrium for static 
games, as well as the perfect Bayesian Nash equilibri-
um for  dynamic games. Also, we demonstrate the influ-
ence of players various awareness types on strategies 
and objective functions chosen by each game participant. 
The player awareness is defined by player subjective rep-
resentation of possible types of other players.

Key words: incomplete information games, Bayesian 
Nash equilibrium, Bayesian games, models of control
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Введение. Формальное описание байесовской 
игры предполагает введение неполной информирован-
ности игрока о стратегиях и целевых функциях дру-
гих участников игры в зависимости от определенных 
в модели случайных информационных параметров [1]. 
Некоторые модели байесовских игр  (в частности, 

 логистические модели цепочки поставок с неполной 
информацией) описывались в работе [2]. Широкое 
применение байесовские игры также нашли в прило-
жениях теории аукционов. Наиболее полное иссле-
дование задач теории аукционов проводится, напри-
мер, в работе [3]. Мы будем исследовать нахождение 
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ситуаций равновесия для модели контроля в рамках 
описания информационной обстановки данной моде-
ли в виде байесовской игры. Рассмотрение решения 
статических игр с неполной информацией проведем 
в рамках равновесия Нэша-Байеса, решение динами-
ческих игр с неполной информацией (или иначе — 
сигнальных игр) — в рамках совершенного равнове-
сия Нэша-Байеса. Существование данных ситуаций 
равновесий рассматривалось в работе [4].

Дадим формальное определение байесовской игры 
с неполной информацией.

Байесовская игра задается пятеркой
{ }    , , , , ,G N S U P= Ω  где 1,.{ }.,N n=  — множество 

игроков; 1 ... nS S S= × ×  — множество всех стратегий 
игроков, где iS  — набор возможных стратегий i-го 
игрока { }( )1 ,..., ii i im

S s s= ,  где , {1,..., }im R i n∈ = ; 
1 ... nÒ T T= × ×  — множество всех типов игроков, где 

iT  — набор возможных типов i-го игрока 
{ }( )1,..., ,ii i im

T t t=  где , {1,..., }im R i n∈ = ; U S T R= × →  — 
множество всех функций выигрышей игроков; 

1 ... nP P P= × ×  — множество представлений всех игро-
ков о типах других игроков; iP  — множество пред-
ставлений i-го игрока о типах других игроков, где 

1( ,..., ,..., )ii i ij im
P P P P= ; iij

P  — множество представле-
ний j -го типа i-го игрока о типах других игроков, та-
ких что : ( )i i iij ij ij

P t t −−
→∆ , где ( )iij

t −−
∆  — семейство 

всех вероятностных мер на множестве ,iij
t −−

, где ин-
декс i в записи ij  указывает на то, что {1,..., }.ij m=

1 1 111 1 ( 1)1 ( 1) ( 1)1 ( 1) 1( ,.., ,..., ,.., , ,.., ,..., ,.., | )
i i n ii m i i m i i m n nm imP t t t t t t t t t
− +− − + +  — 

условная вероятность события ijt− , если собственный 
тип игрока определен как ijt .

Равновесие Нэша-Байеса в играх с неполной ин-
формацией. В игре { }    , , , ,G N S U P= Ω  ситуация 

* *
11( ,.., )nms s  называется равновесием Нэша-Байеса, если 

для любого игрока i и для любого его типа 
, {1,..., }i i iij

t T j m∈ =  выполняется условие:

* * *[ ( ( ), ( ), )] [ ( ( ), ( ), )]i i i i i i i i i i i
i

i i iij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
M U s t s t t M U s t s t t− − − −− − − −

≥

i iij
s S∀ ∈ , где * *[ ( ( ), ( ), )]i i i i i i

i
iij ij ij ij ij ij

M U s t s t t− −− −
 — математи-

ческое ожидание функции вероятностной меры 
( | )i ii ij ij

P t t−−
 [5]. В частности, если множество типов iT  

определено дискретными случайными величинами, 
то стратегия * ( )i iij ij

s t  является оптимальным откликом 
на стратегии других игроков, если

* *( ) arg max ( , ( ), ) ( | ),i i i i i i i i
i iij i iij

i iij ij ij ij ij ij ij ijs S
t T

s t U s s t t P t t− − −

− −−

− − −∈
∈

∈ ⋅∑  

{1,.., }.ij m=
Исследование задачи контроля с неполной ин-

формацией. Рассмотрим модель системы контроля, 
описанную в работе [6]

 ( )КО
2, ( ) min ;

q q q
f q c q mε ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ →  (1)

 ( )И , min ,bf q a q
ε ε ε

ε ε
ε ≤ ≤

 = ⋅ ⋅ + →  
 (2)

где ÊÎ  — функция выигрыша контрольного органа; 
Èf  — функция выигрыша исполнителя; a  — 

 коэффициент линейной функции штрафа; b  — коэф-
фициент функции трудозатрат; c  — коэффициент 
функции затрат на контроль; m  — коэффициент 
функции системных потерь; ε  — уровень исполне-
ния 0 )ε ε ε≤ ≤ ≤ ;  q  — уровень  контроля 
(0 1)q q q≤ ≤ ≤ ≤ ;

Игровые отношения участников системы 
 контроля  наиболее полно проявляются при выполне-
нии  условия a c b m c a⋅ ⋅ ⋅ < ⋅  [6]. В дальнейшем 
 будем  использовать обозначения «И» — исполнитель, 
«КО» — контрольный орган.

Дискретные информационные параметры 
игроков. Случай 1. Неполная информированность 
игрока «И» относительно типов игрока «КО»

Предположим, «КО» может быть двух типов: 
первый — с низкими затратами на контроль, вто-
рой — с высокими затратами на контроль. На принад-
лежность к определенному типу указывает информа-
ционный параметр c.

Соответственно, определяем 1 2 ,ñ ñ≤  где 1ñ  — 
 параметр, указывающий на низкие затраты на кон-
троль, 2ñ  — параметр, указывающий на высокие 
 затраты на контроль. «КО» точно знает свой тип, 
при этом «И» ничего не знает о параметре ,ñ  но пред-
полагает, что «КО» первого типа встречается с веро-
ятностью  второго типа — с вероятностью (1 )θ− .

Следовательно, задача контроля с неполной 
 информированностью игрока «И» примет вид

 КО
1 1 1

2
1 1 1( ) min ;

q q q
f c q m ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ →  (3)

 КО
2 2 2

2
2 2 2( ) min ;

q q q
f c q m ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ →  (4)

 И 1 2( (1 ) ) min .bf a q q
ε ε ε

θ θ ε
ε ≤ ≤

 = ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + →  
 (5)

Следует отметить, что данная постановка задачи 
удовлетворяет постановке байесовской задачи, при-
веденной выше, с тем условием, что мы имеем дело 
с независимыми случайными величинами и услов-
ные вероятностные меры в данной задаче совпадают 
с безусловными.

Запишем равновесие Нэша-Байеса для задачи кон-
троля (3)–(5)

1 1 1

2 2 2

2
1 1

2
2 2

1 2

arg min ( );

arg min ( );

arg min ( (1 ) ) .

q q q

q q q

c q m

c q m

ba q q
ε ε ε

ε

ε

θ θ ε
ε

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅    ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ +    
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Поскольку принятие решений игроками происхо-
дит одновременно и функции КО1f , КО2f  линейны, 
то стратегии * *

1 2,q q  доставляют минимальное значе-
ние функциям выигрышей КО1f , КО2f  на нижних гра-
ницах интервалов 1 1[ ; ]q q  и 2 2[ ; ]q q  соответственно.

Для функции Иf условие оптимальности 1-го 
 порядка примет вид

1 2( (1 ) ) ba q qθ θ ε
ε ε

 ∂  ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + =  ∂

1 2 2( (1 ) ) 0.ba q qθ θ
ε

 = ⋅ ⋅ + − ⋅ − =  

Запишем полученные оптимальные стратегии 
игроков

* * *
1 1 2 2

1 2

; ;
( (1 ) )

bq q q q
a q q

ε
θ θ

= = =
+ −

.

В зависимости от значений параметров , ,a b q  
 минимальные значения целевой функции игрока «И» 
могут приниматься как на границе интервала ε ε[ ; ],  

так и при *

1 2

.
( (1 ) )

b
a q q

ε
θ θ

=
+ −

Случай 2. Неполная информированность игрока 
«К» относительно типов игрока «И»

Пусть «И» может быть двух типов и типы игроков 
определяет коэффициент трудозатрат b , соответствен-
но, для первого типа — 1b , для второго типа — 2 .b  
Игрок «И» точно знает, какого он типа, игрок «КO» 
cчитает, что «И» — первого типа с вероятностью θ , 
второго типа — с вероятностью (1 )θ− .

Поскольку КОf  линейна относительно q  и прини-
мает свое минимальное и максимальное значение 
на границах интервала[ ; ]q q  независимо от выбора 
стратегий вторым игроком, оптимальные стратегии 
 
будут иметь вид * ,q q=  * 1

1 ,
b
a q

ε =
⋅

 * 2
2

b
a q

ε =
⋅

.

Случай 3. Двусторонняя неполная информирован-
ность игроков при наличии статистически независи-
мых информационных параметров

Предположим, «КО» может быть двух типов: 
с  параметром 1ñ  — для первого типа, 2ñ  — для второ-
го типа. Аналогично «И» имеет два типа: с  параметрами 

1b  и 2b  для первого и второго типа соответственно. Оба 
игрока точно знают свои собственные типы. Игрок 
«КО» считает, что «И» первого типа встречается 
с  вероятностью p , второго типа — с вероятностью 
(1 ).p−  Игрок «И» считает, что «К» первого типа встре-
чается с вероятностью θ , второго типа — с вероятно-
стью (1 ).θ−  Исследуемая задача контроля при двусто-
ронней неполной информированности игроков, где 
параметры 1b , 2b , 1ñ , 2ñ  имеют независимые распре-
деления вероятностей, принимает следующий вид:

КО
1 1 1

2 2
1 1 1 1 2( ( (1 ) )) min ;

q q q
f c q m p pε ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ →  (6)

КО
2 2 2

2 2
2 2 2 1 2( ( (1 ) )) min ;

q q q
f c q m p pε ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ →  (7)

И
1 1 1

1
1 1 2 1

1
( (1 ) ) min ;

b
f a q q

ε ε ε
θ θ ε

ε ≤ ≤

  = ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + →   
 (8)

И
2 2 2

2
2 1 2 2

2
( (1 ) ) min .

b
f a q q

ε ε ε
θ θ ε

ε ≤ ≤

  = ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ + →   
 (9)

Оптимальные стратегии для равновесия Нэша-
Байеса в задаче контроля (6)-(9) со статистически 
 независимыми информационными параметрами  
 
имеют вид *

1 1 ,q q=  *
2 2 ,q q=  * 1

1
1 2

,
( (1 ) )

b
a q q

ε
θ θ

=
+ −

 

* 2
2

1 2

.
( (1 ) )

b
a q q

ε
θ θ

=
+ −

Динамическая модель контроля с неполной 
 информацией в рамках совершенного равновесия 
Нэша-Байеса

Рассмотрим динамическую игру, в которой  сначала 
решение принимает один игрок, а затем, зная стра-
тегию первого игрока, решение принимает второй 
игрок. Неполная информированность в данном случае 
определяется не только информационными параме-
трами, но и очередностью принятия решений. Игрок, 
который является «последователем» (т.е. тот, который 
выбирает стратегию вторым), уже может  точно знать 
вид стратегии игрока-«лидера» (принимающего реше-
ние первым), но при этом может не знать тип игрока, 
с которым он имеет дело. Можно провести аналогию 
между равновесием Штакельберга в играх с пол-
ной информацией (относительно возможных типов 
игроков) и совершенным равновесием Нэша-Байеса 
(PBE — Perfect Bayesian Equilibrium) для игр с непол-
ной информацией за тем исключением, что при нахож-
дении PBE помимо очередности принятия решений 
может меняться также и представление игроков о воз-
можных типах друг друга на каждом шаге подыгры.

Ситуация совершенного равновесия Нэша-
Байеса — это такая ситуация, при которой игрок 
дает лучший отклик на стратегии других  игроков 
в рамках рассматриваемого информационного мно-
жества. Модели контроля в рамках равновесия 
по Штакельбергу, где «лидером» является игрок «КО», 
подробно рассмотрены в работах [7, 8]. Были опре-
делены значения параметров, при которых возмож-
ны устойчивые состояния системы, рассматривае-
мой в виде иерархической игры. Наряду с  такого рода 
 системами также возможно существование систем, где 
игроком-лидером является исполнитель. Рассмотрим 
совершенное равновесие Нэша-Байеса на первом шаге 
подыгры, определим лучший отклик игрока «КО» 
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в условиях, когда игрок «И» сообщает свой выбор 
стратегии, также зависящий от действий игрока «КО». 

Пусть игрок «И» может быть двух типов: с инфор-
мационными параметрами 1b  — для первого типа 
и 2b  — для второго. Игрок «КО» имеет информаци-
онное преимущество относительно первого игрока 
в том смысле, что будет знать стратегии, выбираемые 
первым игроком. Но при этом не будет знать, с каким 
именно типом второго игрока он имеет дело, поэтому 
пытается находить среднее значение по стратегиям 
второго игрока. Как и в предыдущих случаях, «КО» 
предполагает, что вероятность появления игрока «И» 
первого типа равна p , а второго типа 1 p− .

Модель контроля принимает вид

И
1 1 1

1
1 1

1
min ;

b
f a q

ε ε ε
ε
ε ≥ ≤

  = ⋅ ⋅ + →   

И
2 2 2

2
2 2

2
min ;

b
f a q

ε ε ε
ε

ε ≥ ≤

  = ⋅ ⋅ + →   

( )( )КО
*2 *2
1 2(1 ) min .

q q q
f c q m p pε ε

≤ ≤
= ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ →

Запишем ситуацию совершенного равновесия 
Нэша-Байеса (PBE) для данной модели:

1 1 1

1
1

1
arg min ;

b
a q

ε ε ε
ε
ε≥ ≤

  ⋅ ⋅ +   

2 2 2

2
2

2
arg min ;

b
a q

ε ε ε
ε

ε≥ ≤

  ⋅ ⋅ +   

( )( )*2 *2
1 2arg min (1 ) .

q q q
c q d p pε ε

≤ ≤
⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅

Записывая оптимальные стратегии для игрока «И», 

получаем * 1
1 * ,

b
a q

ε =
⋅

 * 2
2 *

b
a q

ε =
⋅

.

Игрок «КО» принимает решения, уже зная выбран-
ные игроком «И» стратегии. Если оптимальные страте-
гии игрока «И» * *

1 1 2 2,ε ε ε ε= = , целевая функция КОf  
принимает минимум на нижней границе интервала 

1 2[ ; ]q q . При * *1 2
1 2* *,

b b
a q a q

ε ε= =
⋅ ⋅

  оптимальную 

стратегию игрока «КО» определяет минимизация 
 следующего выражения:

 
2 2

1 2(1 ) .
b b

c q m p p
a q a q

   ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅  ⋅ ⋅  
 (10)

Условие оптимальности первого порядка для (10) 
имеет вид

1 2(1 )
b b

c q m p p
q a q a q

  ∂    ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ =    ∂ ⋅ ⋅  

1 2
2 2(1 ) 0;

b b
c m p p

a q a q

  − ⋅ ⋅ − − ⋅ =   ⋅ ⋅ 

Оптимальный отклик игрока «КО» на действия 
игрока «И» определяется следующим выражением:

1 2* ( (1 ) )
.

c a m p b p b
q

c a
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅

=
⋅

Заключение. Приведем сравнительную таблицу 
значений стратегий и функций ожидаемой полезности 
игроков для статической игры с полной информацией 
в рамках равновесия по Нэшу и для статической и ди-
намической игры в рамках равновесия Нэша-Байеса 
и совершенного равновесия Нэша-Байеса (PBE).

Определим две игры в случае полной информации 
со следующими значениями параметров, предполагая 
не нулевой уровень контроля:

Случай 1: 1 1100, 2, 90, 1, 0,1.a c m b q= = = = =

Случай 2: 2 2
1100, 4.5, 90, , 0,25.
2

a c m b q= = = = =

Рассмотрим задачу контроля с неполной инфор-
мацией для таких же значений параметров и уров-
ня контроля, как и в задаче с полной информацией. 
Предположим, вероятности появления различных 
 типов игроков имеют следующие значения:

2 ;
3

θ=    3 .
4

p=

Таблица
Значения стратегий и функций игроков в статических и динамических играх с полной и неполной 

информацией в рамках равновесия по Нэшу, равновесия Нэша-Байеса и PBE

Тип игры, значения параметров и 
принципы поведения игроков

Стратегия игрока 
«КО» *q  

Стратегия игрока 
«И» *ε

Функция ожидае-
мой полезности

КОf

Функция ожидае-
мой полезности

Иf

Статическая игра с полной ин-
формацией. Случай 1 0,1 0,316 9,200 6,325

Исследование модели контроля с неполной информацией...
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Исходя из значений стратегий и целевых функций, 
видим, что в статической игре в рамках нахождения 
равновесия по Нэшу на функцию ожидаемого выигры-
ша одного игрока влияют лишь значения вероятностей 
появления определенных типов другого игрока. 
Игрок  «И» не информирует игрока «КО» о своих дей-
ствиях и о виде своей целевой функции, поэтому «КО» 
определяет свой лучший отклик на действия «И» 
как *q q= , независимо от распределения вероятностей 
типов игрока «И». Выбор игроком «КО» минимально-
го из возможных значений q , с одной стороны, умень-

шает его затраты на проведение контроля, но, с другой 
стороны, существенно снижает сам уровень контроля. 
Ситуацией с меньшими системными потерями являет-
ся ситуация, в которой игрок «И» сообщает игроку 
«КО» выбираемую стратегию. В таблице 2 данная си-
туация рассмотрена в рамках совершенного равнове-
сия Нэша-Байеса в подыгре и показывает значитель-
ное снижение потерь игрока «КО», а также 
значительное увеличение потерь игрока «И» в данной 
информационной ситуации по сравнению с ситуацией 
равновесия Нэша-Байеса в статической игре.

Статическая игра с полной ин-
формацией. Случай 2 0,25 0,141 1,997 4,576

Статическая игра с неполной  
информацией. Случай 1.

1 21 2
, ( , )q c q c  и 

2
3

θ=  

0,1 
(0,25) 0,258 6,200

(7,125) 7,746

Статическая игра с неполной  
информацией. Случай 2.

 1 1 1 21 1
, , ,( , )q c b q c b  и 

2
3

θ=
0,1 0,316

(0,224)
7,700 6,325

(6,708)

Статическая игра с неполной  
информацией. Случай 3. Значения 

*q , КОf  при 1 21 2
, ,( , )q c q c  и 

3
4

p=  Значения *ε , Иf  при 

1 21 2 1 2
, , ,( , )q q b q q b  и 

2
3

θ=

0,1
(0,25)

0,258
(0,183) 5,450

(6,375)

7,746
(8,216)

Динамическая игра с неполной

информацией. 
3
4

p= .

Значения *ε , Иf  при 1 2,( )b b  

0,627 0,316
(0,224) 3,021 23,005

(18,503)
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