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Построение сложных многосеточных элементов 
с неоднородной и микронеоднородной структурой*

A. D. Matveev
Constructing the Composite Multi-Grid Elements 
of  Heterogeneous and Micro-Heterogeneous Structures

Предложены процедуры построения сложных мно-
госеточных конечных элементов формы прямоуголь-
ного параллелепипеда, которые имеют неоднородную 
и микронеоднородную структуру. Процедура постро-
ения сложных многосеточных элементов сводится 
к построению некоторой системы вложенных компо-
зитных двухсеточных конечных элементов. Для по-
строения двухсеточного элемента применяем две 
вложенные сетки: мелкую и крупную. Мелкая сетка 
порождена базовым разбиением двухсеточного эле-
мента, которое учитывает его структуру, крупную 
сетку определяем на всей области данного элемента. 
С помощью аппроксимаций, построенных на крупной 
сетке, функционал полной потенциальной энергии 
двухсеточного элемента, отвечающий базовому раз-
биению, проецируем на крупную сетку. В результате 
минимизации этого функционала получаем формулы 
для вычисления матрицы жесткости и вектора узло-
вых сил двухсеточного конечного элемента.

Достоинства сложных многосеточных элементов 
заключаются в том, что они учитывают неоднород-
ную и микронеоднородную структуру, образуют дис-
кретные модели трехмерных композитных тел ма-
лой размерности и порождают решения с заданной 
погрешностью, при этом напряжения определяются 
в любом компоненте неоднородной и микронеодно-
родной структуры сложных многосеточных конеч-
ных элементов.

Ключевые слова: упругость, трехмерные тела, неодно-
родная, микронеоднородная структура, сложные мно-
госеточные элементы.

In this paper, construction of complex composite 
multi-grid finite cuboid elements with heterogeneous 
and micro — heterogeneous structures is presented.The 
procedure for constructing complex multi-grid elements 
reduces to construction of a system of embedded 
composite two-grid finite elements. Both fine and coarse 
embedded grids are used to construct a double-grid 
element. Fine grid is generated after discretization of the 
double-grid element with consideration of its structure. 
Coarse grid is defined over the whole area of the element. 
Coarse grid approximations project the total potential 
energy functional of the double-grid element with base 
descretization on a coarse grid. Equations for calculating 
stiffness matrix and vector of nodal forces are obtained 
by functional minimization procedures for the energy 
functional.

Consideration of heterogeneous and micro-
heterogeneous structures is one of the advantages of 
composite multi-grid elements. It is used for developing 
discrete models of small three-dimensional composite 
solids and obtaining solutions with specified errors. 
Thus, stresses can be estimated for every component of 
heterogeneous structure of composite multi-grid finite 
elements.

Key words: elasticity, three-dimensional solids, heterogeneous 
structure, micro-inhomogeneous structure, composite 
multi- grid elements.

Введение. Расчет упругих трехмерных тел с неод-
нородной и микронеоднородной структурой по мето-
ду конечных элементов с учетом их структуры сво-
дится к  построению систем уравнений методом 
конечных элементов высокого порядка [1, с. 294; 2, 
с.  59]. В связи этим разработаны многосеточные ко-
нечные элементы [3, с. 3; 4, с. 161]. Существуют два 
типа таких элементов. Для построения m -сеточного 

конечного элемента, имеющего неоднородную струк-
туру, применяем m  вложенных узловых сеток. Самая 
мелкая сетка порождена базовым разбиением много-
сеточных конечных элементов, которое учитывает 
их неоднородную структуру. Остальные 1m−  сетки 
для многосеточных конечных элементов первого типа 
определяются на его области, для многосеточных ко-
нечных элементов второго типа — на его границе.

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-00053).
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В случае, когда размеры высокомодульных ча-
стиц и толщина волокон очень малы, для учета не-
однородной (микронеоднородной) структуры тела 
необходимо использовать достаточно мелкие базо-
вые разбиения многосеточных конечных элементов. 
Это приводит к резкому увеличению временных за-
трат на реализацию алгоритма построения матрицы 
жесткости и вектора узловых сил многосеточных ко-
нечных элементов.

В данной работе разработаны сложные многосе-
точные конечные элементы формы прямоугольно-
го параллелепипеда, которые имеют неоднородную 
и микронеоднородную структуру. Процедура постро-
ения сложных многосеточных конечных элементов 
сводится к построению некоторой системы вложен-
ных двухсеточных конечных элементов. Достоинства 
сложных многосеточных конечных элементов состо-
ят в том, что они:

—	 учитывают неоднородную и микронеодно-
родную структуру трехмерных упругих тел;

—	 образуют многосеточные дискретные моде-
ли трехмерных композитных тел, число узловых неиз-
вестных которых на несколько порядков меньше чис-
ла неизвестных базовых моделей;

—	 порождают решения c заданной погреш-
ностью, при этом напряжения определяются в лю-
бом компоненте неоднородной (микронеодно-
родной) структуры многосеточных конечных 
элементов.

Процедура построения сложных многосеточных 
конечных элементов базируется на алгоритмах мето-
да конечных элементов и поэтому удобно реализует-
ся на ЭВМ. Реализация методом конечных элементов 
для многосеточных дискретных моделей трехмерных 
упругих тел, состоящих из сложных многосеточных 
конечных элементов, требует меньше памяти ЭВМ 
и временных затрат, чем для базовых моделей.

1. Процедура построения двухсеточных конеч-
ных элементов. Изложение данной процедуры про-
ведем для двухсеточного конечного элемента 2

iV  пер-
вого типа неоднородной (микронеоднородной) 
структуры формы прямоугольного параллелепипеда 
размерами a b c× ×  (см. рис. 1). Считаем, что между 
компонентами неоднородной структуры двухсеточно-
го конечного элемента 2

iV  связи идеальны, а функции 
перемещений, напряжений и деформаций этих ком-
понентов удовлетворяют закону Гука и соотношени-
ям Коши, отвечающим трехмерной задаче теории 
упругости [5, с. 40], т. е. во всей области двухсеточно-
го конечного элемента 2

iV  реализуется трехмерное на-
пряженное состояние. Область двухсеточного конеч-
ного элемента 2

iV  представляем базовым разбиением, 
состоящим из однородных односеточных конечных 
элементов h

jV  первого порядка формы куба со сторо-
ной h  [1, с. 135], 1,..., ;j M= M – общее число конеч-
ных элементов h

jV . На рисунке 1 показано базовое 
(мелкое) разбиение двухсеточного конечного элемен-
та 2

iV  на конечные элементы h
jV .

 
Рис. 1. Сетки двухсеточного  конечного элемента 3

eV
Рис. 2. Крупная сетка трехсеточного

конечного элемента 2
iV

Базовое разбиение двухсеточного конечного эле-
мента 2

iV  учитывает его неоднородную (микронеод-
нородную) структуру и порождает мелкую сетку 1

iW  
размерности 1 2 3m m m× ×  с шагом h  по осям Ox , Oy , 
Oz ; для рисунка 1 имеем 1 2 3 11m m m= = = . На мел-

кой сетке 1
iW  определяем крупную сетку 2

iW  размер-
ности 1 2 3n n n× ×  с шагами: 1H  — по оси Ox , 2H  — 
по оси Oy  и  3H  — по оси Oz , причем 1 1H k h= , 

2 2H k h= , 3 3H k h= , где 1k , 2k , 3k  — целые. На рисун-
ке 1 узлы крупной сетки 2

iW  отмечены точками, 
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1 2 3 2k k k= = = , 1 2 3 2H H H h= = = , 1 2 3 6n n n= = =  . 
Полную потенциальную энергию 2

iÏ  базового разби-
ения двухсеточного конечного элемента 2

iV  предста-
вим в виде [1, с. 32]

	 П2

1

1( [ ] )
2

,
M

T h T
i j j j j j

j

K
=

= −∑ q q q P 	 (1)

где [ ]h
jK  — матрица жесткости; ,j jP q  — векторы уз-

ловых сил и неизвестных конечных элементов h
jV  ба-

зового разбиения двухсеточного конечного элемента; 
T  — транспонирование.

С помощью полиномов Лагранжа [6, с. 187] на сет-
ке 2

iW  определяем аппроксимирующие функции 
2 2 2, ,u v w  для перемещений u, v, w двухсеточного ко-

нечного элемента 2
iV , которые запишем в форме

31 2

2
1 1 1

nn n

ijk ijk
i j k

u N u
= = =

=∑∑∑ , 
31 2

2
1 1 1

nn n

ijk ijk
i j k

v N v
= = =

=∑∑∑ , 

	
31 2

2
1 1 1

nn n

ijk ijk
i j k

w N w
= = =

=∑∑∑ , 	 (2)

где , ,ijk ijk ijku v w   — искомые значения функций 
  2 2 2, ,u v w  в узле , ,i j k  сетки 2

iW ; , ,i j k  — координаты 
целочисленной системы координат ijk , введенной 
для узлов крупной сетки 2

iW  (рис. 1); ( , , )ijk ijkN N x y z=  — 
базисная функция узла , ,i j k  сетки 2

iW , 11,...,i n= , 
21,...,j n= , 31,...,k n= , ( ) ( ) ( )ijk i j kN L x L y L z= ,

1

1,

( )
n

i
i i

x x
L x

x x
α

α α α= ≠

−
=

−∏ , 
2

1,

( )
n

j
j j

y y
L y
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α

α α α= ≠

−
=

−∏ , 

	
3

1,

( )
n

k
k k

z z
L z

z z
α

α α α= ≠

−
=

−∏ , 	 (3)

, ,i j kx y z  — координаты узла , ,i j k  сетки 2
iW  в систе-

ме координат Oxyz .
О б о з н а ч и м :  ijkN Nβ = ,  ijku uβ = ,  ijkv vβ = ,

 ,ijkw wβ =  где 1,...,nβ= ; 1 2 3n n n n= . Тогда выраже-
ния (2) принимают вид

     2
1

n

u N uβ β
β=

=∑ , 2
1

n

v N vβ β
β=

=∑ , 2
1

n

w N wβ β
β=

=∑ .	 (4)

Обозначим {2
1 1 1,..., , ,..., , ,..., }T

i n n nu u v v w wq =  —  
вектор узловых неизвестных крупной сетки 2

iW , т. е. 
вектор неизвестных двухсеточного конечного элемен-
та 2

iV . Используя (4), компоненты вектора jq  узло-
вых неизвестных конечных элементов h

jV  выражаем 
через компоненты вектора 2

iq , в результате получим 
равенство
	  2 2[ ]j j iAq q= ,	 (5)

где  2[ ]jA  — прямоугольная матрица; 1,..., .j M=
Подставляя (5) в  выражение (1), из  условия 
2 2/ 0i iÏ q∂ ∂ =  получаем уравнение [  2 2 2]i i iK q F= , где

        [ 2 2 2

1

] [ ] [ ][ ]
M

T h
i j j j

j

K A K A
=

=∑ , 2 2

1

[ ]
M

T
i j j

j

AF P
=

=∑ ,	  (6)

[ 2 2]i iK F,   — матрица жесткости и вектор узловых сил 
двухсеточного конечного элемента 2

iV  первого типа.
Замечание 1. Решение, построенное для крупной 

сетки 2
iW  двухсеточного конечного элемента 2

iV  с по-
мощью формулы (5), проецируется на мелкую сетку 

1
iW  базового разбиения двухсеточного конечного эле-

мента, что дает возможность вычислять напряжения 
в любом конечном элементе h

jV  базового разбиения 
двухсеточного конечного элемента 2

iV  и, следователь-
но, можно определять напряжения в любом компонен-
те неоднородной структуры двухсеточного конечного 
элемента 2

iV .
2. Процедура построения сложных многосеточ-

ных конечных элементов. Основные положения про-
цедуры построения сложного многосеточного конеч-
ного элемента покажем на  примере построения 
сложного трехсеточного конечного элемента 3

eV  с не-
однородной (микронеоднородной) структурой формы 
прямоугольного параллелепипеда (рис. 2). Область 
трехсеточного конечного элемента 3

eV  представляем 
двухсеточным конечным элементом 2

iV , 21,...,i M= . 
2M  — общее число двухсеточного конечного элемен-

та 2
iV . При этом двухсеточный конечный элемент 2

iV  
имеет одинаковые геометрические размеры, мелкие 

1
iW  и крупные 2

iW  сетки (одинаковые базовые разби-
ения). На рисунке 2 трехсеточный конечный элемент 

3
eV  (размерами 20 20 20h h h× × ) состоит из восьми 

двухсеточных конечных элементов 2
iV  (размерами 

10 10 10h h h× × ). Границы двухсеточного конечного эле-
мента 2

iV  на рисунке 2 отмечены пунктирными лини-
ями, т. е. 2 8M = . Базовые разбиения двухсеточного ко-
нечного элемента 2

iV  учитывают неоднородную 
(микронеоднородную) структуру трехсеточного конеч-
ного элемента 3

eV . Совокупность крупных сеток 2
iW  

двухсеточного конечного элемента 2
iV  (  21,...,i M=  ) 

образует крупную сетку 2W . На крупной сетке 2W  
определяем более крупную сетку 3

eW  размерности 
1 2 3α α α× × . На рисунке 2 узлы крупной сетки 3

eW  от-
мечены точками, 1 2 3 6α α α= = = . Аппроксимирующие 
функции перемещений 3 3 3, ,u v w , построенные на сет-
ке 3

eW , применяем в виде

3
3

1

,
m

uu N qβ β
β=

=∑  3
3

1

,
m

vv N qβ β
β=

=∑  3
3

1

m
ww N qβ β

β=

=∑ , (7)

где 3Nβ  — базисная функция β -го узла крупной сет-
ки 3

eW ; , ,u v wq q qβ β β  — значения соответственно функ-
ций 3 3 3, ,u v w  вβ -м узле сетки 3W ; 1 2 3m α α α= .

Полную потенциальную энергию 3
eÏ  трехсеточ-

ного конечного элемента 3
eV  представляем как сумму 

полных потенциальных энергий двухсеточного конеч-
ного элемента 2

iV , 21,...,i M= , т. е.

	 П
2

3 2 2 2 2 2

1

1( ( ) [ ] -( ) )
2

M
T T

e i i i i i
i

q K q q F
=

=∑ ,	  (8)

где 2M  — общее число элементов двухсеточного ко-
нечного элемента 2

iV .
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Обозначим через 3
eq  вектор узловых неизвестных 

крупной сетки 3
eW  трехсеточного конечного элемен-

та 3
eV . Используя (7), вектор 2

iq  узловых неизвест-
ных двухсеточного конечного элемента 2

iV  выража-
ем через вектор 3

eq  узловых неизвестных крупной 
сетки 3

eW , т. е. строим равенство

	  2 3 3[ ]i i eAq q= ,	  (9)

где  3[ ]iA  — прямоугольная матрица; 21,..., .i M=
Подставляя (9) в  выражение (8), из  условия 
3 3/ 0e eÏ q∂ ∂ =  получаем матричное уравнение 

[  3 3 3]e e eK q F= , где

[
2 2

3 3 2 3 3 3 2

1 1

] [ ] [ ][ ], [ ]
M M

T T
e i i i e i i

i i

K A K A AF F
= =

= =∑ ∑ , (10)

[ 3 3]e eK F,   — матрица жесткости и вектор узло-
вых сил сложного трехсеточного конечного эле-
мента 3

eV .
Замечание 2. Как показывают расчеты, погреш-

ность решения, построенного методом конечных эле-
ментов для трехмерного тела, для которого заданы 
геометрические размеры, композитная структура, за-
крепление и нагружение с применением двухсеточно-
го конечного элемента 2

iV  и сложного трехсеточного 
конечного элемента 3

eV  определенных размеров зави-
сят от соотношения шагов узловых вложенных сеток 

1
iW , 2

iW , 3
eW .

Построение сложных четырехсеточных конечных 
элементов формы прямоугольного параллелепипеда 
с применением сложных трехсеточных и двухсеточ-
ных конечных элементов аналогично вышеописан-
ной процедуре.

3. Результаты расчетов. Рассмотрим в декарто-
вой системе координат Oxyz  модельную задачу 
о деформировании композитного трехмерного тела 

1V  размерами 20 120 20h h h× ×  (рис. 3). При  0y=  
тело 1V  закреплено, граница крепления тела на ри-
сунке  3 заштрихована. На верхней поверхности 
тела 1V  (при  20z h= , 0,5h= ) в точках с координа-
тами 20z h= ,  kx ,  iy  заданы силы 0,15zq = ; 

8 4 ( 1)kx h h k= + − ,  20 4 ( 1)iy h h i= + − ,  1,...,4k= ; 
1,...,26i=  (рис. 3).

Рис. 3. Схема нагружения тела 1V

Базовая дискретная модель тела 1V  состоит из изо-
тропных однородных конечных элементов 1‑го поряд-
ка формы куба со стороной h . Многосеточная дискрет-
ная модель тела 1V  — из сложных трехсеточных 
конечных элементов 3

eV  (рис. 2), состоящих из восьми 
двухсеточных конечных элементов 2

iV  размерами 
10 10 10h h h× ×  (см. рис. 1). Тело 1V  армировано волок-
нами (с поперечным сечением h h× ), направленными 
вдоль оси Oy . На рисунке 1 сечения волокон закраше-
ны. Модуль Юнга связующего материала тела 1V  ра-
вен 1, волокон — 10, коэффициент Пуассона — 0,3.

Анализ результатов расчетов показывает, что мак-
симальное перемещение 356,992hw =  многосеточной 
дискретной модели тела 1V  отличается от максималь-
ного перемещения 0 388,653w =  базовой модели на 
8,14%. Максимальные эквивалентные напряжения 

14,580hσ =  многосеточной дискретной модели тела 
и  0 15,578σ =  базовой модели отличаются на  5,75%. 
Базовая дискретная модель тела имеет 158760 узло-
вых неизвестных, ширина ленты системы уравнений 
метода  конечных  элементов  равна  2784 . 
Многосеточная дискретная модель тела содержит 
3240 узловых неизвестных, ширина ленты — 1296, 
т. е. занимает в 100 раз меньше объема памяти ЭВМ, 
чем базовая. Время реализации метода конечных эле-
ментов для  многосеточной дискретной модели 
в 12  раз меньше, чем для базовой. Отметим, что при 

мм0,5h=  волокна имеют поперечное сечение разме-
рами мм0,5 0,5× , т. е. тело 1V  размерами  см1 6 1× ×  
имеет микронеоднородную структуру.
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