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математика и механика

Развитие современной машиностроительной 
и аэрокосмической техники, жилищного и промышлен-
ного строительства, создание конструкций, удовлетво-
ряющих широкому набору эксплуатационных свойств, 
воспринимающих механические и тепловые нагрузки, 
невозможно без использования композиционных мате-
риалов. В тех областях техники, где требуются высокие 
прочность и жесткость при малом весе конструкции, 
широкое применение нашли композиционные мате-
риалы на основе высокопрочных и высокомодульных 
волокон различной структуры. Использование компо-
зиционных материалов, обладающих возможностью 
изменения своей внутренней структуры, открывает 

большие перспективы по управлению напряженно-де-
формированным состоянием конструкций.

Постановка задачи. Рассматриваются комбини-
рованные сосуды давления, изготовленные из волок-
нистых композиционных материалов, образованные 
сопряжением оболочек нулевой гауссовой кривизны 
с оболочками, образованными вращением кривых вто-
рого порядка, и находящиеся под действием постоян-
ного внутреннего давления P. Требуется исследовать 
поведение оболочечной конструкции, выявить зави-
симость характеристик напряженно-деформирован-
ного состояния от структурных и механических па-
раметров композиционного материала, определить 
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Рассматриваются оболочки нулевой гауссовой кри-
визны, эллипсоидальные и комбинированные сосуды 
давления, изготовленные из волокнистых композици-
онных материалов, находящиеся под действием по-
стоянного внутреннего давления. В рамках различ-
ных оболочечных теорий исследуется влияние выбора 
структурных моделей композиционного материала, 
параметров армирования и механических характе-
ристик композита на расчетные значения напряжен-
но-деформированного состояния сосудов давления. 
Показано, что использование более простых теорий 
может привести к существенной переоценке несущей 
способности конструкции. Степень влияния выбора 
структурных моделей на напряженно-деформирован-
ное состояние в значительно большей мере проявляет-
ся для материалов, у которых модули Юнга арматуры 
и связующего имеют значения одного и того же по-
рядка. Выбрав структурные параметры конструкции 
надлежащим образом, можно обеспечить наилучшие 
условия ее работы. 
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Shells of zero Gaussian curvature, ellipsoidal and 
combined pressure vessels made of fibrous composite 
materials being under the influence of constant internal 
pressure are considered. Within various shell theories, 
the influence of choice of composite material structural 
models, reinforcement parameters, and mechanical 
characteristics of a composite material on calculated 
values ​​of stress-strain state for pressure vessels 
is  investigated. It is shown that the use of simple theories 
can lead to a significant overestimation of structure 
bearing capacity. The influence of choice of structural 
models on the stress-strain state is much stronger 
for materials with the same-order Young’s moduli of 
reinforcement and binder. Proper choice of structural 
parameters can provide the best operating condition of 
composite materials.
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наиболее предпочтительные параметры армирования 
исходя из критерия прочности конструкции.

Исходные системы уравнений. При моделирова-
нии поведения многослойных комбинированных со-
судов давления будем использовать системы диффе-
ренциальных уравнений, основанные на гипотезах 
Кирхгофа-Лява, Тимошенко, Андреева-Немировского 
[1–3]. В рамках теории [1] влияние поперечных сдви-
гов не учитывается. При использовании теории [2] 
учет сдвигов осуществляется для всего пакета арми-
рующих слоев. В рамках теории [3] учитываются по-
перечные сдвиги в каждом слое.

Исходные системы уравнений, состоящие из урав-
нений равновесия, кинематических соотношений и со-
отношений термоупругости, а также разрешающие 
системы уравнений для обозначенных выше теорий, 
выписаны в [4]. При моделировании физико-механи-
ческих характеристик композиционных материалов 
использовался структурный подход, в рамках которо-
го механические характеристики композита выража-
ются через характеристики его компонентов и струк-
турные параметры армирования [5, 6].

Эллипсоидальные армированные оболочки. 
Исследуем влияние выбора структурных моделей 
композиционных материалов на поведение жестко за-
щемленных эллипсоидальных оболочек, изготовлен-
ных из различных композиционных материалов, на-
ходящихся под действием постоянного внутреннего 
давления. На рисунке 1 представлены зависимости 
максимальных приведенных интенсивностей напря-
жений в связующем материале  от угла спираль-
ного армирования ψ для углепластиковой (сплошные 
линии) и металлокомпозитной (пунктирные линии) 
эллипсоидальных оболочек. Здесь
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* — пределы прочности связующего и армиру-
ющих элементов; Vk — область, занятая k-м слоем.

У металлокомпозитной оболочки в качестве свя-
зующего материала использовалась алюминиевая ма-
трица, в качестве армирующих волокон — стальная 
проволока. Результаты получены на основе уточнен-
ной теории Андреева-Немировского. Расчет прово-

дился методом сплайн-коллокации, реализованном 
в пакете прикладных программ COLSYS [7].

На рисунке 1 кривым 1 соответствуют результаты, 
полученные при использовании структурной модели 
композиционных материалов с одномерными волокна-
ми [5], кривым 2 — по модели композиционных мате-
риалов с двумерными волокнами [6]. При варьировании 
угла спирального армирования приведенные интенсив-
ности напряжений в связующем материале углепласти-
ковой оболочки могут уменьшаться до 5  раз. В случае 
металлокомпозитной оболочки зависимость bsc от струк-
туры армирования не столь ярко выражена. При значе-
ниях ψ, близких к 40о, значения интенсивностей напря-
жений в композите принимают минимальное значение.

Рис. 1. Влияние выбора структурной модели 
композиционных материалов

на напряженно-деформированное состояние

Армированные оболочки нулевой гауссовой кривизны. 
Исследуем влияние выбора теории на расчетные значе-
ния напряженно-деформированного состояния армиро-
ванных оболочек нулевой гауссовой кривизны. Расчет 
проводился методом сплайн-коллокации [7]. Для угле-
пластиковой конической оболочки сравнивались зна-
чения нагрузок начального разрушения при изменении 
ее геометрических параметров: длины  L и толщины h. 
В таблице приведены значения безразмерных нагрузок 
начального разрушения жестко защемленной углепла-
стиковой конической оболочки, нагруженной равномер-
ным внутренним давлением, и отличия между результа-
тами, полученными по различным теориям.

Здесь теории 1, 2 и 3 — теории Кирхгофа-Лява, 
Тимошенко и Андреева-Немировского соответствен-
но. Относительная разность между решениями, полу-
ченным по теории Кирхгофа-Лява и уточненными те-
ориями, вычисляется по формуле:
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где  — безразмерные нагрузки начального разруше-
ния, полученные по теории Кирхгофа-Лява, а   — 
по уточненным теориям Тимошенко и Андреева-
Немировского.
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Из результатов расчетов следует, что чем длин-
нее коническая оболочка, тем меньше отличие меж-
ду результатами, полученными по различным тео-
риям. Наименьший уровень нагрузок начального 
разрушения получен в рамках уточненной теории 
[3]. Следовательно, возможны ситуации, когда исполь-
зование более простых теорий может привести к пе-
реоценке несущей способности конструкции, кото-
рая будет тем больше, чем короче и толще оболочка.

Композитные комбинированные сосуды давления. 
На примере цилиндрического сосуда давления, глад-
ко сопряженного с полусферическими днищами, ис-
следуем влияние механических параметров компози-
ционных материалов на оценку уровня напряжений 
и деформаций. На рисунке 2 линиям 1–3 соответ-
ствуют интенсивности напряжений, рассчитанные 
для углепластиковой, стеклопластиковой и металло-
композитной (алюминиевая матрица, армированная 
стальными волокнами) конструкции соответствен-
но. Модули Юнга материалов наполнителя и матриц 
соответственно равны: Ea

1 = 363e9 ПА, Ea
2 = 90e9 ПА, 

Ea
3  =  200e9 ПА, Eс

1 = Eс
2  = 3e9 ПА, Eс

3  = 70e9 ПА.  
Из рисунка 2 следует, что чем больше различие 

между значениями механических характеристик мате-
риалов связующего и арматуры, тем больше влияние 
структурных параметров композита. Наибольшее вли-
яние достигается для углепластика до 7 раз, для сте-
клопластика — до 5 раз, для металлокомпозита — 
до 3 раз.

Рис. 2. Влияние механических параметров 
композиционных материалов 

на напряженно-деформированное состояние

Исследуем влияние структуры армирования 
на уровень напряжений и деформаций в углепласти-
ковом цилиндрическом сосуде давления, гладко сопря-
женном с полусферическими днищами. Ec  =  3e9  ПА, 
Ea =  300e9 ПА, σc

* = 90e6 ПА, σa
*  =  3e9  ПА, 

P  =  1e5  ПА, где Ес и Еа — модули упругости связу-
ющего и армирующих волокон соответственно.

На рисунке 3 показаны максимальные приведенные 
интенсивности напряжений в связующем материале bsc 
и арматуре bsa в зависимости от угла спирального арми-
рования ψ. Результаты получены на основе классиче-
ской теории Кирхгофа-Лява [1] и модели композицион-
ных материалов с двумерными волокнами [6]. Линиям 
1–4 на рисунке 3 соответствуют результаты, получен-
ные при значениях ωa = 0,1; 0,3; 0,4;  0,5 соответственно.

Из рисунка 3 следует, что при ωa = 0,1 арматура пе-
регружена, а различие между результатами, получен-
ными при значениях ωa = 0.3; 0.4;  0.5, не превышает 
30 % для арматуры, а для связующего они практиче-
ски не различимы для всей области изменения пара-
метра  ψ. Таким образом, не всегда целесообразно ар-
мировать материал интенсивнее, затрачивая большее 
количество дорогостоящих материалов, ведь, как сле-
дует из полученных результатов, в данном случае 
можно получить практически тот же запас прочности 
конструкции и при меньшем количестве арматуры в ар-
мирующем слое. Отметим, что при значениях ψ, близ-
ких к 55о, значения интенсивностей напряжений в эле-
ментах композита принимают минимальные значения.

По итогам проведенных расчетов могут быть сде-
ланы выводы и даны следующие рекомендации:

•	расчет напряженно-деформированного состоя-
ния слоистых армированных цилиндрических, 
конических, эллипсоидальных оболочек и со-
пряженных оболочечных конструкций на основе 
классической и уточненных теорий показывает, 
что отличие в результатах, полученных по раз-
личным теориям, может составлять при опре-
деленных структурах армирования до  40 %. 
Использование более простых теорий может при-
вести к существенной переоценке несущей спо-
собности конструкции;

•	исследование напряженно-деформированного 
состояния слоистых армированных оболочек 
по структурным моделям композиционных ма-
териалов с одно- и двумерными волокнами по-
казывает, что степень влияния выбора структур-

Влияние выбора теории оболочек

Параметр, L/h Теория 1 Теория 2 Теория 3 Δ12,% Δ13,%

20 25.2 31.8 15.3 26.5 39.2

40 11.6 13.1 7.6 13.1 34.6

60 7.5 8.1 5.1 8.7 31.5

100 4.3 4.6 3.1 5.2 27.5
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ных моделей на напряженно-деформированное 
состояние существенно зависит от структурных 
и механических параметров композиционных 
материалов. В значительно большей степени это 
влияние проявляется для материалов, у которых 
модули Юнга арматуры и связующего имеют 
значения одного и того же порядка, например, 
для металлокомпозитов;

•	структура армирования и механические характе-
ристики композиционного материала оказывают 
существенное влияние на напряженно-деформи-
рованное состояние конструкции. Надлежащим 
выбором структурных параметров можно обе-
спечить наилучшие условия работы конструк-
ции, исходя, например, из критерия ее проч-
ности.
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