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Современные широкодиапазонные уравнения со-
стояния, построенные для описания поведения по-
ликристаллических материалов в широком диапазо-
не параметров сжатия, содержат десятки свободных 
параметров и экспериментально определяемых кон-
стант, определение которых зачастую требует прове-
дения многочисленных трудоемких экспериментов. 
Поэтому для решения реальных задач важно разрабо-
тать и реализовать принципы построения уравнений 
состояния, имеющих относительно малое число экспе-
риментально определяемых параметров. Такие принци-
пы реализованы при построении на основе термодина-
мического подхода малопараметрического уравнения 
состояния, в котором используются только параметры 
материалов, приведенные в таблицах физико-механи-
ческих свойств. Построенное в работе уравнение со-
стояния для алюминия является замыкающим соотно-
шением модели вязкоупругого тела максвелловского 
типа. В данном случае уравнение состояния представ-
ляет собой зависимость удельной внутренней энергии 
не только от первого, но и от второго инварианта тен-
зора деформаций. Применимость построенного урав-
нения состояния проверяется на сопоставлении резуль-
татов решения задач о выделении и затухании упругого 
предвестника и о распространении ударной волны и ее 
затухании при взаимодействии с догоняющей волной 
разрежения. Сравнение показывает хорошее соответ-
ствие расчетных и экспериментальных данных.

Ключевые слова: уравнение состояния, алюминий, вяз-
коупругое тело, ударная волна.

Modern wide-range equations of state for 
polycrystalline materials behavior description in a wide 
range of compression parameters include dozens of 
experimentally defined constants and free variables. 
Usually it requires to perform multiple cumbersome 
experiments in order to obtain those required constants 
for specific materials. Thus, it is necessary to develop 
construction principles for equations of state with 
relatively small number of experimentally defined 
parameters. Such principles are elaborated on the basis 
of thermodynamic approach and allow implementation 
of a few-parameter equation of state that only requires 
parameters available in the handbook of physical 
quantities. The equation of state for aluminum presented 
in this paper is a closing relation of viscoelastic Maxwell 
model. It is formulated as a dependency of specific 
internal energy from the first and the second invariants 
of the strain tensor. Numerical and experimental 
validation demonstrates the applicability of the equation 
of state and good agreement with experimental data. 
The validation has been performed for problem of 
isolation and attenuation of the elastic precursor, and 
for problem of shock wave propagation and attenuation 
after interaction with the expansion wave.

Key words: equation of state, aluminum, viscoelastic body, 
shock wave.

Современные широкодиапазонные уравнения со-
стояния, построенные для описания поведения поли-
кристаллических материалов в широком диапазоне 
параметров сжатия, содержат десятки свободных па-
раметров и экспериментально найденных констант, 
которые определяются по данным ударно-волновых 

экспериментов, измерениям изэнтроп разгрузки пори-
стых образцов и другой экспериментальной термоди-
намической информации в широкой области фазовой 
диаграммы. При использовании подобных уравнений 
состояний для включения в модели конкретных мате-
риалов необходим большой набор экспериментальных 
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параметров, получение которых зачастую требует про-
ведения многочисленных, трудоемких экспериментов. 
Поэтому для решения реальных задач важно разрабо-
тать и реализовать принципы построения уравнений 
состояния, имеющих малое число экспериментально 
определяемых параметров.

В работе [1, с. 65] на основе термодинамического 
подхода построено малопараметрическое уравнение 
состояния, связывающее величины внутренней энер-
гии, давления, температуры и удельного объема, в кото-
ром используются только параметры материалов, при-
веденные в таблицах физико-механических свойств.

В качестве основы этого уравнения состояния при-
нят принцип Ми-Грюнайзена представления термоди-
намического потенциала в виде суммы холодной и те-
пловых составляющих:
( ) ( ) ( ) ( ), , ,x a eE V T E V E V T E V T= + + , (1.1)

где Ex — холодная (упругая) составляющая энер-
гии вдоль нулевой изотермы; Ea — вклад в энергию 
от теплового движения атомной решетки; Ee — вклад 
в энергию от теплового возбуждения электронов.

Если ограничиться интервалом сжатий не больше 
2, то для описания теплового движения атомов доста-
точно использовать приближение Дебая, а для вкла-
да теплового движения электронов — зависимость, 
предложенную еще в [2]. Выражение для свободной 
энергии при этом имеет вид:
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и как следствие получаются следующие несложные 
выражения для внутренней энергии и давления:
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где cV0 — теплоемкость материала; ce0 — электронная 
теплоемкость; g (V) — коэффициент Грюнайзена; ge 
= 2/3 — аналог коэффициента Грюнайзена для элек-
тронов.

Для коэффициента Грюнайзена постулирует-
ся выражение, полученное в [3, с. 132], независимо 
от свойств конкретного материала:
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где gs = bKsV0/cV, Ks — адиабатический модуль объем-
ного сжатия; Pt,0 — тепловая часть давления при нор-
мальных условиях; Q0 — температура Дебая при нор-
мальных условиях.

Выражение для холодного давления получает-
ся как решение дифференциального уравнения, если 

приравнять к обобщенной формуле коэффициента 
Грюнайзена.

( ) ( )
2
3

1 2 1

t

xP V C V C H V
−

= + , (1.7)

( ) ( )
21
3

1
2 2 321

3

t

x

C V
E V C H V C

t

−
     =− + +   −   

, (1.8)

где функции H1 (V), H2 (V) являются полиномами.
Константы интегрирования C1, C2, C3 определяют-

ся, если известно значение g (V0), cV0, ce0, модуля объ-
емного изотермического сжатия Kt при нормальных 
условиях и Pt,0.

Чтобы применить описанное уравнение состояния 
к какому-либо материалу, необходимо и достаточно 
знание только шести констант V0, b, Kt, cV0, Q0, ce0, со-
ответствующих значениям величин при нормальных 
условиях, которые могут быть найдены в справочни-
ках физических величин.

В работах [4, с. 113; 5, с. 85] развивается мак-
свелловский подход к описанию процессов необ-
ратимого деформирования твердых тел. При этом 
подходе для замыкания системы основных уравне-
ний необходимо уравнение состояния, включающее 
зависимость удельной внутренней энергии не толь-
ко от первого, но и от второго инварианта тензора 
деформаций. Представляется целесообразным ис-
пользовать идеи построения малопараметрических 
уравнений состояний и для максвелловских моде-
лей. В данной работе принципы построения таких 
зависимостей применены к построению уравнения 
состояния для алюминия.

Для замыкания основных уравнений модели 
в уравнение для свободной энергии вводится девиа-
торное слагаемое:
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Здесь c⊥ — поперечная скорость звука; ξ0 — ин-
терполяционная константа.

Зависимость для времени релаксации касательных 
напряжений имеет вид [5]:
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где σ̂ – интенсивность касательных напряжений; e — 
величина пластической деформации; t0 — параметр, 
связанный с частотой колебания атомов; N0 — чис-
ло дислокаций в недеформированном состоянии; 
M0 — коэффициент размножения дислокаций; σ0 — 
характеристическое напряжение торможения; α — 
деформационное упрочнение.
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Методика отыскания параметров основана на ре-
шении задачи о деформирования тонкого стержня 
и сравнения расчетных и экспериментальных диа-
грамм деформирования [5, с. 85].

На рисунке 1 сплошной линией показан расчет 
ударной адиабаты алюминия по уравнению состояния. 
Пунктирной линией показаны расчет по уравнению 
состояния [6] и приведенные там же эксперименталь-

ные данные. Рисунок 2 отражает расчет температуры 
за фронтом ударной волны в сравнении с эксперимен-
тальными данными [7].

На рисунках 3, 4 показано сравнение расчетных 
(линии) волновых профилей с экспериментальными 
[8, с. 132].

На рисунках 5,6 расчет (сплошная линия) сравни-
вается с результатами экспериментов [9; 10].

            Рис. 1. Ударная адиабата алюминия                                     Рис. 2. Температура ударно-сжатого алюминия

Рис. 3. Распространение ударного импульса в алюминии  АД1 Рис. 4. Распространение ударного импульса в алюминии  АД1 

Рис. 5. Профиль скорости свободной поверхности 
в алюминии АД1

Рис. 6. Профили скорости свободной поверхности 
в сплаве 2139-T8
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На рисунках 7, 8 результаты расчетов задачи о рас-
пространении упруго-пластической волны с выделен-
ным упругим предвестником сравниваются с экспери-
ментом [11, c. 4321].

Приведенные результаты демонстрируют хоро-
шее соответствие расчетных и экспериментальных 
данных.
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Рис. 7. Фронт волны в сплаве 6061T6 
на расстоянии 12.51 и 31.58 мм

Рис. 8. Фронт волны в сплаве 6061T6 
на расстоянии 6.1, 12.2 и 37.9 мм
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