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Low-Dimensional Approximation

of Rayleigh–Benard Convection Problem
for Two-Phase Mixture

Рассмотрена задача Бенара-Рэлея о конвек-
ции двухфазной смеси в горизонтальном слое, по-
догреваемом снизу. В качестве модели, опреде-
ляющей движение дисперсной смеси, рассматри-
ваются уравнения приближения Эйлера взаимно
проникающего движения сплошных сред. Тепло-
массообмен в смеси твердых частиц и несжимае-
мого газа описывается двухскоростными и двух-
температурными уравнениями. Несущая среда
является несжимаемым вязким газом, а дисперс-
ная рассматривается, как сжимаемый газ, каса-
тельные и нормальные напряжения в котором
равны нулю. Получена конечномерная динамиче-
ская система, обобщающая уравнения Лоренца на
случай двухфазных сред. Показано, что в случае
дисперсной смеси условия устойчивости стацио-
нарных решений видоизменяются, а в их опре-
деление входит параметр, характеризующий силу
трения на границе раздела фаз. При этом число
Рэлея, при котором стационарное решение теря-
ет устойчивость повышается. Численно построе-
ны фазовые портреты динамической системы для
различных чисел Рэлея. Результаты расчетов ука-
зывают на качественное изменение сценария пе-
рехода к хаотическому движению для дисперсной
смеси. Например, при числах Рэлея, для кото-
рых характерно сильно хаотическое движение в
случая однородной жидкости, наблюдается при-
тягивающее множество типа странного аттракто-
ра Лоренца.
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The Rayleigh–Benard convection problem in a
horizontal layer of a two-phase mixture heated
from below is considered. The model of disperse
flow is described with the Eulerian approach of
interpenetrating motion of two continua. Two-fluid
velocity and temperature field equations are used
to describe heat and mass transfer in mixture.
The carrier medium is concerned as incompressible
viscous gas and dispersed phase is concerned as
gas without tangential and normal tensiones. The
low-order dynamical system, generalized Lorenz
equations for two-phase flow, is obtained. It is
shown that in the case of disperse flow the stability
conditions of the stationary solution are modified
and the description of that conditions includes the
parameter characterizing interfacial viscous force.
The critical Rayleigh number increases. Phase
portraits of dynamical system at various Rayleigh
numbers are numerically obtained. With numerical
results, we can see transformation of transition to
chaotic motion for disperse flow. For example, one
can observe the attractor, type of Lorentz attractor,
at values of Rayleigh number corresponding to
strongly chaotic homogeneous flow.

Key words: Rayleigh–Benard problem, two-phase

flow, nonlinear dynamics.

Половина столетия прошла с момента выхо-
да работы Лоренца [1], описывающей детерми-
нированный хаос в конечномерной динамической
системе. Известен так же результат (см., напри-
мер: [2–4]) о конечной размерности многообразия,
описывающего турбулентное движение, для одной
из наиболее важных бесконечномерных динами-

1Работа выполнена при финансовой поддержке государ-
ственного задания Министерства №1.3820.2011, гранта РФ-
ФИ 13-08-01097 и программы стратегического развития.

ческих систем, уравнение Навье-Стокса несжима-
емой жидкости. Разумеется, для получения ре-
алистичных количественных результатов необхо-
димы вычислительные схемы высокого разреше-
ния [5]. Однако преимущество динамических си-
стем малой размерности заключается в возмож-
ности качественно описывать такие сложные яв-
ления, как переход к хаосу, методами нелинейной
динамики (см., например: [6]).

231



ФИЗИКА

1. Уравнения конвекции дисперсной

смеси. Будем рассматривать тепловую гравита-
ционную конвекцию в приближении Обербека-
Буссинеска [7]. Движение смеси описывается
уравнениями двухскоростной модели монодис-
персной смеси [8]. Дисперсионная фаза являет-
ся несжимаемой вязкой жидкостью, а дисперсная
представлена облаком твердых частиц, нормаль-
ные и касательные напряжения в котором рав-
ны нулю. Положим, что на границе раздела фаз
действует сила трения Стокса, а межфазный теп-
лообмен определяется законом Фурье. Таким об-
разом, межфазное взаимодействие будет харак-
теризоваться величинами τ

′

v = m/(3πdµ), τ
′

T =
mcp/(2πd k) – времена скоростной и тепловой ре-
лаксации соответственно. Здесь m, d, cp – масса,
диаметр и теплоемкость материала частиц; k –
коэффициент теплопроводности жидкости. При
переходе к безразмерным уравнениям нами бу-
дут приняты следующие обозначения: ρ = ρ̄p/ρ̄f ,
c̃ = cp/cf , a = d/2, τv = 2/9(a/h)2(ρ∗p/ρf), τT =
(c̃Pr/3)(a/h)3(ρ∗p/ρf ). Здесь ρ̄p, ρ̄f – плотности ма-
териала частиц и жидкости, cf – теплоемкость
несущей среды, Pr = ν/χ – число Прандтля, h –
характерный масштаб длины. Далее единицы из-
мерения и обозначения приняты такими же, как
в работе [1].

Положим, что в равновесном состоянии темпе-
ратура и плотность смеси являются однородными
и постоянными. При этом скоростью оседания ча-
стиц vs=τ

′

vg пренебрегаем, принимая величину τ
′

v

достаточно малой. Будем считать, что объемная
концентрация достаточно мала так, что кажущая-
ся вязкость смеси определяется формулой Эйн-
штейна [9]. Считается, что изменение плотности
облака частиц обусловлено температурным рас-
ширением несущей жидкости [10]. В двумерном
случае, учитывая условие несжимаемости несу-
щей среды и принятые обозначения (см. [1]), урав-
нения движения смеси в безразмерной форме за-
пишутся в виде
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Здесь приняты следующие обозначения: ψ –
функция тока, vx, vz – компоненты скорости,

ω = ∂xvz−∂zvx – двумерная завихренность, σ –
число Прандтля. В задаче Бенара-Рэлея уравне-
ниями (1)-(5) описывается конвекция в горизон-
тальном бесконечный слое неоднородной жидко-
сти, ограниченном параллельными плоскостями
z = 0 и z = h. Температура на границах слоя
фиксирована. В состоянии равновесия темпера-
турный напор внутри слоя задается выражением
−(T (0)−T (h))/h ·z. Символом θ обозначено откло-
нение температуры от равновесной.

2. Уравнения конечномерного прибли-

жения. Рассмотрим приближенное решение для
функции тока и поля температуры для жидкости
в виде

ψ = y1(t)
√
2(π2α)−1 sin(παx) sin(πz), (6)

θ = y2(t)(πr)
−1

√
2 cos(παx) sin(πz)−

−y3(t)(πr)
−1 sin(2πz). (7)

Для континуума частиц приближение предста-
вим в следующей форме:

vx = −y4(t)
√
2(πα)−1 sin(παx) cos(πz), (8)

vz = y5(t)
√
2π−1 cos(παx) sin(πz), (9)

θp = y6(t)(πr)
−1

√
2 cos(παx) sin(πz)−

−y7(t)(πr)
−1 sin(2πz). (10)

Подставляя выражения (6)-(10) в уравнения
(1)-(5) и приравнивая множители при одинаковых
модах, получим следующую систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:

ẏ1 = σ(y2 − y1)− (ρ/τv)y1 +

+(ρ/τv)
(

b̃1y5 − b̃2y4)
)

,

ẏ2 = −y1y3 + ry1 − y2 +

+(ρc̃/τT )(y6 − y2),

ẏ3 = y1y2 − by3 + (ρc̃/τT )(y7 − y3),

ẏ4 = (1/τv)(y1 − y4), (11)

ẏ5 = (1/τv)(y1 − y5),

ẏ6 = −y5y7 + ry5 − (1/τT )(y6 − y2),

ẏ7 = (1/2)(y4 + y5)y6 −

−(1/τT )(y7 − y3).

Здесь b̃1=1−b/4, b̃2= b/4. Уравнения системы
(11) можно записать в векторной форме

ẏ = f(y) = Ay + b(y). (12)

Легко видеть, что след матрицы A, коэффи-
циенты aij которой определяются из соотноше-
ний (11), является отрицательной величиной и вы-
ражается по формуле

Tr(A) = − (σ + b+ 1)−

−(ρ+ 2)/τv − 2(1 + ρc̃)/τT . (13)
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Из уравнений (11) следует, что

1

2

d

d t
‖y‖2 = −

7
∑

i=1

|aii|y
2
i +

7
∑

i,j=1

qijyiyj +

+
1

2
(y4 − y5) y6y7. (14)

Величины qij несложно определить из уравне-
ний (11). Квадратичную форму в уравнении (14)
выбором координат можно привести к главным
осям

1

2

d

d t
‖ỹ‖2 =

7
∑

i=1

λiξ
2
i +

7
∑

i,j,k=1

Mijkξiξjξk. (15)

Здесь λi – собственные числа матрицы A. Мы
можем сформулировать условия асимптотической
устойчивости начала координат при том условии,
что все λi < −δ1 и ‖ỹ‖2 < δ, где δ, δ1 > 0. Дей-
ствительно, в этом случае правую часть уравне-
ния (15) можно оценить величиной

(λ+M/2 +M/2 · δ) ‖ỹ‖2.

Откуда для λ = max(λi) следует отношение

λ < −M/2(1 + δ).

Здесь M = max(|Mijk |). Тогда на основании
классической теоремы некоторая окрестность ну-
ля V0 будет отображаться фазовым потоком си-
стемы (11) в себя по следующему закону:

Vk = V0e
−kTr(A).

Выражения для собственных чисел матрицы A

чрезвычайно громоздки. Устойчивость начала ко-
ординат определяется критерием Рауса-Гурвица.
Например, одним из главных миноров матрицы A

задается условие устойчивости

r < rc = (1 + ρ/(τvσ))(1 + ρc̃/τT ). (16)

Из отношения (16) следует значительное повы-
шение порога устойчивости по сравнению с одно-
родной жидкостью.

Система (11) имеет дополнительно особые точ-
ки Y и Y

′

, задаваемые значениями

y3 = y7 = Z, y1 = y4 = y5 = X,

Z = r −

(

1 +
ρ(b+ 1)

τvσ

)

1

1 + ρc̃
,

X = ±

√

bZ
/

(

1 +
ρ(b+ 1)

τvσ

)

,

y2 =

(

1 +
ρ(b+ 1)

τvσ

)

X,

y6 = y2 + τX(r − Z).

Точками Y и Y
′

определяются стационарные
конвективные валы.

Рис. 1. Две проекции решения при r = 30

3. Численные результаты. Для реше-
ния задачи (11) применялся явный метод Рун-
ге—Кутта, основанный на формулах Дорманда и
Принса с автоматическим управлением длиной
шага [11]. Были положены следующие парамет-
ры смеси: d/h = 0, 01, τv = 0, 0023, τT = 0, 0068,
ρ = 0, 1 и σ = 10 (см. [10]). На рисунке 1 представ-
лены проекции решения для значения приведен-
ного числа Рэлея r = 30. На рисунке видны устой-
чивые особые точки Y и Y

′

, неустойчивый цикл
C. Обращает на себя внимание наличие аттрак-
тора, движение на котором является стохастиче-
ским. Для сравнения на рисунке 2 представлены
проекции орбиты для случая однородной жидко-
сти. Известно, что при r = 30 движение сильно
хаотичное, что видно из рисунка 2. Результаты
расчетов показывают, что линейные размеры ат-
трактора увеличиваются с ростом r, а фазовый
объем остается конечным.
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Рис. 2. Две проекции решения при r = 30 для однородной жидкости

Заключение. Необходимо отметить сильное
стабилизирующее воздействие примеси. Данный
эффект проявляется как в количественных харак-

теристиках условий устойчивости, так и в скоро-
сти уменьшения фазового объема динамической
системы.
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