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Фенотипическая пластичность — основной ме-
ханизм адаптации растительного организма к из-
менениям окружающей среды, обеспечивающий 
устойчивость его роста и развития. Предлагается ори-
гинальный математический критерий оценки феноти-
пической пластичности, основанный на анализе фор-
мы изоклин функции отклика для зависимости темпа 
роста от уровней лимитирующих факторов. Критерий 
представляет собой величину комфортной зоны, в ко-
торой гарантируется обеспечение заданного уровня 
продуктивности. Основным фактором, обусловлива-
ющим экологическую устойчивость (стабильность) 
растений, выступает их способность к адаптации. 
Рассмотрены простейшие модели распределения пер-
вичных ассимилятов между органами растения, ос-
нованные на использовании принципа оптимально-
сти. Показано, что телеономические модели роста 
позволяют отразить адаптационные свойства расте-
ний в терминах введенного показателя. Формирование 
универсального количественного критерия экологиче-
ской устойчивости окажется полезным для решения 
следующих практических задач: верификации мате-
матических моделей роста растений и оценки каче-
ства новых сортов.

Ключевые слова: фенотипическая пластичность, функ-
ции отклика, принцип оптимальности.

Phenotypic flexibility is a prominent mechanism of 
plant adaptation to environmental variations to provide 
plant growth and development stability. In the paper, the 
distinctive quantitative criterion of phenotypic flexibility 
estimation is presented. It is based on analysis of isoclinal 
lines of response function of relationship between growth 
rate and limiting levels of environmental factors. The 
criterion represents the depth of a comfortable zone where 
the predefined level of efficiency is guaranteed. The major 
factor of plants ecological stability is plants ability to 
adaptation. Modeling of primary assimilate distributions 
between plant organs is developed in accordance with the 
optimality principle. It is demonstrated that teleonomic 
models are able to predict adaptive properties of a plant 
in terms of the introduced indicator. Universal quantitative 
criterion of ecological stability is extremely useful for 
solving the following practical problems: mathematical 
models verification of plants growth and quality 
assessment of new grades.
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Определяющей чертой, присущей дикорастущим 
растениям, является их устойчивость к внешним фак-
торам, проявляющаяся в широких интервалах вари-
аций характеристик окружающей среды. Не будет 
преувеличением сказать, что возможность сравни-
тельно безболезненно переживать этапы неблагопри-
ятно складывающейся обстановки имеет для растения 
большую важность, нежели полное использование ре-
зервов для максимально быстрого роста в течение бла-
гоприятных этапов.

Культурные растения, возделываемые, как пра-
вило, в комфортных условиях, в значительной мере 

теряют устойчивость. Поэтому повышение жизне-
стойкости вновь выводимых сортов или обеспече-
ние их устойчивой продуктивности является важной 
задачей селекции. Одна из интересных задач в этом 
направлении — формулировка критерия, характе-
ризующего устойчивость. Таким показателем уже 
не может служить просто средняя продуктивность 
или ее максимально возможное значение, получаемое 
при оптимальном сочетании влияющих факторов. По-
настоящему качественным может считаться только тот 
сорт, который характеризуется не только и не столь-
ко абсолютной высотой, но в первую очередь гладко-
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стью пика максимума гипотетической поверхности 
отклика урожайности в пространстве выбранных вли-
яющих факторов. Количественной характеристикой 
этой гладкости может служить, например, так назы-
ваемая норма реакции — площадь сечения поверхно-
сти отклика на уровне продуктивности, равном опре-
деленной выбранной доле либо от некоего опорного, 
либо от максимального значения [1]. То есть крите-
рий в данном случае представляет собой величину 
комфортной зоны, в которой гарантируется обеспе-
чение заданного уровня продуктивности в абсолют-
ных величинах.

Основным фактором, обусловливающим видимую 
экологическую устойчивость растений, выступает 
их способность к адаптации. Представим себе случай, 
когда, с точки зрения физики или химии, недостаток 
того или иного фактора оказывается сильно влияю-
щим на определяющие процессы жизнедеятельно-
сти. Благодаря определенной внутренней перестрой-
ке своей программы развития растение оказывается 
способным оперативно отреагировать на изменение 
обстановки и сгладить возможные негативные по-
следствия этого изменения. И наблюдаемые послед-
ствия выхода внешнего фактора за пределы комфорт-
ной зоны оказываются значительно меньше, чем этого 
можно было бы ожидать. Подобная «биологическая» 
обусловленность экологической устойчивости носит 
название фенотипической пластичности и опреде-
ляется как способность растения изменять свой фе-
нотип в ответ на изменение характеристик окружаю-
щей среды.

В сложной генетической программе растения 
предусмотрены многочисленные обратные связи 
и зачастую достаточно нетривиальные механизмы 
фенотипически пластичных реакций для демпфи-
рования эффектов, вызванных недостатком лимити-
рующих ресурсов. Однако наиболее действенным 
и эффективным способом здесь выступает регуляция 
программы роста, а точнее — изменение характери-
стик распределения ассимилятов между органами, 
приводящая, в самом простом варианте, к изменению 
видимого соотношения «побег — корень». В этом 
случае основным показателем оценки качества раз-
личных математических моделей органогенеза долж-
на выступать их пригодность для описания наблю-
даемой в реальности фенотипической пластичности 
растений. Это остается верным и для моделей про-
дукционного процесса, основанных на экстремаль-
ных принципах.

Количественный критерий пластичности. 
Традиционный способ описания фенотипической 
пластичности растений в онтогенезе состоит в на-
блюдении за расчетными или реальными биомассами 
или размерами ассимилирующих органов — корней 
и листьев. Получение соответствующей эксперимен-
тальной информации в полевых условиях (особенно 

для корневой системы) неизбежно носит разрушаю-
щий характер. В настоящей работе предлагается под-
ход, сущность которого состоит в том, что для фор-
мирования критерия пластичности используются 
не прямые, а косвенные данные — вид функции от-
клика темпов интегрального роста растения от уров-
ней лимитирующих факторов. Действительно, ви-
димые изменения в размере органов как реакция 
на вариации внешних условий не есть самодовлею-
щая ценность для растения. Это не цель, а средство 
поддержания экологической устойчивости. И мож-
но показать, что достигается эта цель в данном слу-
чае путем увеличения взаимозаменяемости лими-
тирующих факторов, которую можно оценить путем 
анализа формы единственной поверхности отклика. 
Поясним сказанное на примере функции двух фак-
торов, например, освещенности и уровня минераль-
ного питания.

Пусть L — некая количественная характеристика, 
определяющая интегральную благоприятность разви-
тия растения, например, относительная скорость ро-
ста на вегетативной стадии. Выделим два основных 
влияющих на нее фактора внешней среды X и Y. Тогда 
в детерминированной системе описания существу-
ет некая однозначная зависимость L (X,Y), которую 
мы будем в дальнейшем называть функцией отклика. 
Примем для простоты, что эта функция строго неубы-
вающая по обоим аргументам. Тогда в пространстве 
параметров (X,Y) можно изобразить изоклины — ли-
нии равного уровня функции отклика. Форма функ-
ции отклика вполне определяется формой изоклин. 
При подобном графическом изображении опреде-
ляющим становится понятие взаимозаменяемости 
факторов или компенсаторной способности рассма-
триваемой системы. Вопрос о том, насколько недо-
статок одного лимитирующего элемента может быть 
восполнен избытком другого, является одним из цен-
тральных вопросов классической экологии. С одной 
стороны, известен сформулированный в 1949 г. закон 
Вильямса или закон незаменимости фундаменталь-
ных факторов, который гласит, что полное отсутствие 
в окружающей среде фундаментальных факторов 
(света, воды, CO2, питательных веществ) не может 
быть заменено (компенсировано) другими факторами. 
С другой стороны, выявленный Э. Рюбелем в 1930 г. 
закон компенсации утверждает, что отсутствие или не-
достаток некоторых экологических факторов может 
быть компенсирован каким‑либо другим близким 
(аналогичным) фактором. В пространстве аргумен-
тов функции отклика количественным показателем 
взаимозаменяемости факторов может служить угол 
наклона касательной к изоклинам. Чем более близок 
этот угол к 45°, тем более взаимозаменяемы в дан-
ной точке рассматриваемые лимитирующие факторы. 
Можно ввести более строгое математическое опреде-
ление данного понятия.
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Будем называть локальным показателем компен-
сации для данной функции отклика L (x,y) величину 
μ (X,Y), определяемую из соотношения

	 ( ), min ,

LL
óxX Y L L

y x

µ

 ∂∂    ∂  ∂ =   ∂ ∂    ∂ ∂ 

.	 (1)

Локальный показатель компенсации определяет 
то, сколько нужно будет «добавить» в окружающую 
среду альтернативного фактора, чтобы скомпенсиро-
вать потерю единицы другого фактора, наиболее кри-
тичного для сложившихся условий. Аналогично мож-
но ввести понятие среднего или  интегрального 
показателя компенсации µ , который определяется 
на всем пространстве (X,Y), т. е. характеризует кон-
кретный вид функции отклика в целом:

	 ( ) ( ), ,
XY

X Y p X Y dX dYµ µ
Ω

= ⋅ ⋅ ⋅∫∫ ,	 (2)

где p (X,Y) — совместная функция распределения ли-
митирующих факторов на всем пространстве их воз-
можных значений WXY.

Согласно определению, значение интегрального 
показателя компенсации нормировано на единичном 
интервале. В частности, если интервал задания фак-
торов представляет собой всю первую четверть пло-
скости действительных чисел, и значения факторов 
предполагаются распределенными на нем равномер-
но, то выражение (2) преобразуется к виду

	 ( )2
0 0

1lim ,
T T

T
X Y dX dY

T
µ µ

→∞

  = ⋅ ⋅ ⋅    
∫ ∫ .	 (3)

Рассмотрим примеры вычисления введенных по-
казателей для некоторых простейших видов функ-
ций отклика.

a) Функция отклика с монолимитированием 
( ) ( ), min ,L X Y a X b Y= ⋅ ⋅ . Это типичный пример 

явной реализации закона Вильямса или агрохими-
ческого принципа «бочки Либиха». В рассматри-
ваемом случае изоклины функции отклика пред-
ставляют собой прямые углы, «развернутые вниз», 
и недостаток одного ресурса никак нельзя воспол-
нить другим. Воспользовавшись формулами (1), 
(3), получим
	 ( ), 0 0 ,X Y a bµ µ≡ ⇒ = ∀ .	 (4)

б) Функция ( ) ( ), max ,L X Y a X b Y= ⋅ ⋅ . Изоклины 
функции отклика представляют собой прямые углы, 
«развернутые наверх». Несмотря на полную логиче-
скую противоположность этой и рассмотренной ра-
нее функций, они демонстрируют практически оди-
наково слабую взаимозаменяемость аргументов: 

( )
0 ,

, 0 ,
min , ,

a X b Y
X Y a ba b a X b Y

b a
µ µ

 ⋅ ≠ ⋅  = ⇒ = ∀  ⋅ = ⋅   

в) Функция ( )L X Y a X b Y= ⋅ + ⋅ . Изоклины пред-
с т а в л я ю т  с о б о й  п р я м ы е  л и н и и : 

( ), min , min ,a b a bX Y
b a b a

µ µ
     = ⇒ =        

. Для частного 

случая a = b рассматриваемая функция демонстриру-
ет абсолютные, максимально возможные компенса-
торные свойства в терминах рассматриваемого пока-
зателя взаимозаменяемости.

г) Функция ( ),L X Y a X Y= ⋅ ⋅ . Изоклины представ-
ляют собой равносторонние гиперболы. Применяя фор-

мулы (1), (3), получим ( ) 1, min ,
2

X YX Y
Y X

µ µ
 = ⇒ =  

.

Проинтерпретируем фенотипическую пластич-
ность в терминах формы изоклин получаемой функ-
ции отклика. Интуитивно ясно, что пластичное рас-
тение характеризуется способностью так внутренне 
перестраиваться при недостатке одного из определя-
ющих ресурсов роста, чтобы максимально безболез-
ненно восполнить его дефицит за счет использования 
других ресурсов. Именно за счет этого и достигает-
ся гладкость пика функции отклика, т. е. экологиче-
ская устойчивость. Иными словами, более пластич-
ное растение должно иметь более гладкие изоклины 
функции отклика, нежели его менее пластичный ана-
лог. А суть механизмов фенотипической пластичности 
должна состоять в «скруглении» изоклин функции от-
клика (увеличению интегрального показателя компен-
сации) по сравнению с той ее формой, которая выте-
кала бы из рассмотрения только законов метаболизма. 
В переложении на проблему описания органогенеза 
это означает, что предлагается оценивать адаптаци-
онные свойства реального или модельного растения 
по тому, насколько получаемая функция отклика де-
монстрирует компенсаторные свойства в простран-
стве определяющих характеристик внешней среды.

Показатели фенотипической пластичности 
в моделях оптимального роста. Задача распреде-
ления образованных в результате ассимиляции ре-
сурсов роста между органами растения (в частности, 
между побегом и корнем) представляет собой класси-
ческую проблему теории математического моделиро-
вания продукционного процесса. И с математической 
точки зрения основной задачей считается формали-
зация заложенного в растении закона регулирования, 
т. е. нахождение некоторой величины управления, 
представляющей собой долю доступного ресурса ро-
ста, которая отправляется на производство структур-
ной биомассы того или иного органа. Один из мето-
дов решения поставленной задачи — вариационный 
подход. При этом постулируется, что поведение расте-
ния как динамической системы может быть выведено 
из соображений максимизации величины некоторой 
целевой функции, т. е. получено как решение задачи 
оптимального управления. В качестве этой гипоте-
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тической глобальной целевой функции естественно 
выбрать суммарную приспособленность организма, 
т. е. стремление к воспроизводству наиболее мощного 
в количественном и качественном отношении потом-
ства. Можно показать, что локальной целью на эта-
пе вегетативной стадии развития становится макси-
мизация темпов интегрального удельного роста [2].

Запишем систему уравнений динамики роста двух 
вегетативных составляющих растения:

( )

,

1 ,

s
s

r
s

dW
u Z

dt
dW

u Z
dt

= ⋅

= − ⋅
					   

(5)
где под Ws и Wr понимаются биомассы побега и корня, 
a Z определяет доступный ресурс роста (первичные 
ассимиляты). Будем полагать, что мощность пула ре-
сурса роста в каждый момент времени определяется 
как мощностью ассимилирующего аппарата (т. е. био-
массами соответствующих органов), так и уровнем 
доступных внешних факторов. Для рассматриваемо-
го случая в качестве этих факторов естественно вы-
брать, например, интенсивность солнечной радиации 
(X) и концентрацию питательных веществ в почве (Y). 
Тогда можно записать ( ), , ,s rZ Z W X W Y= .

В роли характеристики, для которой строится 
функция отклика, будем рассматривать l — удель-
ный темп роста общей биомассы в установившем-
ся режиме (после затухания переходных процессов). 
Нас будет интересовать, как будет меняться функция 
отклика выбранной величины в зависимости от вида 
функции управления us; в частности, что будет проис-
ходить с ней при переходе от роста в отсутствие ре-
гуляции (us=const) к оптимальному управлению рас-
пределением ассимилятов, максимизирующему темп 
удельного роста.

Пример 1. Пусть ( )min ,s rZ W X W Y= ⋅ ⋅ . То есть 
метаболизм обеспечивает общий ресурс роста, вычис-
ляемый по правилу монолимитирования. Найдем вы-
текающий из выбранной формализации удельный 
темп роста. Для этого воспользуемся стандартной 
подстановкой ,t t

s rW e W b eλ λ⋅ ⋅= = ⋅ , где b — алломе-
трическое соотношение «корень — побег» в устано-
вившемся режиме. Подставив выражения для устано-
вившейся динамики биомасс органов в (5) и разрешив 
полученную алгебраическую систему относительно 
b, получим выражение для интенсивности удельного 
роста
	 ( )( )min , 1s su X u Yλ= ⋅ − ⋅ .	 (6)

Видно, что в случае жесткого назначения про-
грамма управления функция отклика темпа удельно-
го роста от уровня доступных ресурсов подчиняется 
стандартному закону монолимитирования. Сравнивая 

выражения (6) и (4), убеждаемся, что интегральный 
показатель компенсации для данного случая равен 
нулю. Допустим теперь, что управление us не посто-
янно, а может являться функцией внешних условий, 
т. е. us = us (X,Y). Согласно общей парадигме оптималь-
ного подхода найдем такой вид управления, который 
максимизирует левую часть уравнения (6). Легко по-
казать, что максимум темпа удельного роста достига-
ется тогда, когда оба выражения под знаком миниму-
ма становятся равными друг другу, т. е.

( ),opt
s

Yu X Y
X Y

=
+

, а оптимальное значение тем-

па удельного роста выражается при  этом как

 	 opt X Y
X Y

λ
⋅

=
+

.	 (7)

Изоклины функции отклика, определяемой выра-
жением (7), представляют собой гиперболы, а ее ин-
тегральный показатель компенсации равен одной тре-
тьей (математические выкладки, приводящие к этому 
результату, даются в следующем примере). Таким об-
разом, управление, доставляющее максимум удельно-
му темпу роста, одновременно резко усиливает сте-
пень взаимозаменяемости факторов, т. е. в конечном 
счете устойчивость моделируемой системы, по срав-
нению с гипотетическим случаем, имеет декларатив-
ное назначение управления на произвольном посто-
янном уровне.

Пример 2. Пусть s r

s r

W X W Y
Z

W X W Y
⋅ ⋅ ⋅

=
⋅ + ⋅

. Теперь опре-

деленные компенсаторные возможности заложены 
в систему уже на уровне описания метаболизма. 
Причем степень этой компенсации как раз такова, ка-
кая получилась в предыдущем примере после исполь-
зования оптимального управления. Воспользуемся 
стандартным подходом для определения удельного 
темпа роста. После подстановки выражений для уста-
новившейся динамики в уравнения (5) и разрешения 
получившейся системы относительно неизвестной l 
получаем:

	
( )
( )

1
1

s s

s s

u u X Y
u X u Y

λ
⋅ − ⋅ ⋅

=
⋅ + − ⋅

.	 (8)

Найдем показатели компенсации для получен-
ной функции отклика в предположении постоянства 
управления us. Подстановка выражения (8) в (1) при-
водит к следующему виду локального показателя ком-
пенсации:

( )
( )

( ) 22

2 2

1
, min ,

1
ss

s s

u Yu X
X Y

u Y u X
µ

 − ⋅⋅  =    − ⋅ ⋅ 
.

Воспользовавшись формулой (3) для частного слу-
чая (X<Y), запишем выражение для определения ин-
тегрального показателя компенсации в виде
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( )
( )

1 2 2

2 2 2
0 0

1

11
1

s

s

s

s

u
X

uT T
s s

s su
X

u

u Y u X
dx dY dY

T u X u Y
µ

⋅
−

⋅
−

 
 

− ⋅ ⋅
 = ⋅ ⋅ +
 ⋅ − ⋅ 
  

∫ ∫ ∫ ,

откуда после несложных преобразований получа
ем 2 1

3 1 3 1
s s

s s

u u
u u

µ= ⋅ − ⋅
− −

, а, распространив симме-

трично полученный результат для произвольного со-
четания X и Y, окончательно имеем

	
12 1 , min ;

3 3 1
s s

s s

u u
u u

µ γ γ γ
 −  = ⋅ − ⋅ =    − 

.	 (9)

График зависимости полученного коэффициента 
интегральной компенсации от назначенной величины 
управления приведен на рисунке. Видно, что макси-
мальное значение интегральной компенсации, равное 
одной третьей, для выбранного случая достигает-
ся при величине us = 0,5 (мы воспользовались этим 
результатом в предыдущем примере). Выбор любо-
го другого значения для декларативно назначаемого 
постоянного управления ухудшает компенсаторные 
свойства системы.
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Зависимость интегрального показателя компенсации функции отклика от постоянного значения управления

Исследуем теперь, к чему приведет отказ от посто-
янного управления и нахождение его оптимального 
значения в виде функции текущих характеристик 
окружающей среды. Найдем, при какой величине us 
и постоянных значениях X, Y выражение (8) приобре-
тает максимальное значение. Продифференцировав 
(8) по us и приравняв полученное выражение к нулю, 
получим уравнение для поиска оптимального управ-

ления: ( ) ( )
2

2 0opt opt
s su Y X u Y Y⋅ − − ⋅ ⋅ + = , разрешив 

которое относительно us
opt и выбрав из двух корней 

физически значимый, имеем

	 opt
s

Yu
X Y

=
+

.	 (10)

Подставив (10) в (8), можно получить окончатель-
ную формулу для оптимального значения удельной 
скорости роста:

	
( )

2
opt X Y

X Y
λ

⋅
=

+
.	 (11)

Форма изоклин функции отклика (11) еще бо-
лее гладкая, нежели равносторонняя гипербола. 

Подставив соответствующее выражение в формулы 
(1) и (3), получим аналитические выражения для ло-
кального и глобального показателей компенсации:

( ), min ;X X Y YX Y
Y Y X X

µ
 ⋅ ⋅  =   ⋅ ⋅ 

,...

В рассмотренном примере управление, оптималь-
ное с точки зрения максимизации удельного темпа 
роста, одновременно приводит к более устойчивой 
картине реакций растения на изменения уровней до-
ступности факторов, лимитирующих метаболизм про-
изводства первичных ассимилятов.

Заключение. Результаты, полученные в ходе ис-
следований, интересны тем, что они демонстриру-
ют отсутствие антагонизма между требованиями 
оптимальности и устойчивости поведения моде-
лируемой системы. Полученные как решение ва-
риационной задачи уравнения сбалансированного 
роста оказываются не только асимптотически оп-
тимальными для выбранного функционала цели — 
такое поведение растений демонстрирует свой пози-
тивный характер еще и в смысле их экологической 
устойчивости, обусловливаемой фенотипической 
пластичностью.
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