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Рассмотрена разработка эффективного спектраль-
ного алгоритма Галеркина для эллиптических задач. 
В качестве приложения описанного метода рассмотре-
на задача устойчивости параллельного дисперсного 
течения. Интерес к высокоэффективным спектраль-
ным алгоритмам обусловлен современными расши-
рениями промышленных языков программирования 
(например, C++14), которые п редоставляют средства 
для создания высокопродуктивного и надежного па-
раллельного кода. Изучение движения сред с особы-
ми свойствами является одной из актуальных задач 
вычислительной и математической гидродинамики, 
в частности, исследование свойств линейных опера-
торов динамических систем. Для разработки алгорит-
ма применяются линейные комбинации полиномов 
Лежандра. Показано, что спектральные коэффициен-
ты основных дифференциальных операторов могут 
быть рассчитаны по явным алгебраическим форму-
лам. Приводится сравнение точности алгоритма с дру-
гими методами. Проанализирован спектр устойчиво-
сти течения Куэтта — Пуазейля дисперсной смеси. 
Установлена форма достаточных условий устойчи-
вости. Численно обнаружены области метастабиль-
ности для дисперсных течений.

Ключевые слова: метод Галеркина, дисперсная смесь, 
спектральная аппроксимация, гидродинамическая 
устойчивость, течение Куэтта — Пуазейля.

This paper is concerned with development of an ef-
ficient spectral Galerkin algorithm for elliptic problems. 
The stability problem of parallel disperse flow is em-
ployed as an application of described method. The in-
terest in highly effective spectral projection algorithms 
is raised with development of contemporary extensions 
of industrial programming languages (C++14, for exam-
ple), which grants frameworks for constructing high per-
formance and robust parallel programming code. The ex-
ploration of flows with special properties is the problem 
of numerical and mathematical hydrodynamics. The cen-
tral focus of exploration is to describe properties of linear 
operators of corresponding dynamical systems. The de-
velopment of algorithm is based on Legendre Galerkin 
approach. It is shown, that spectral coefficients of dif-
ferential operators are explicitly expressed with algebra-
ic formulas. The test of algorithm accuracy is performed. 
The stability spectrum of disperse Couette-Poiseuille flow 
is analyzed. The form of sufficiency conditions of stabil-
ity is established. The metastability regions of disperse 
flow are observed numerically.

Key words: Galerkin method, disperse fl ow, spectral ap-
proximation, hydrodynamic stability, Couette-Poiseuille 
fl ow
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Введение. Двухфазные течения широко распро-
странены в природе и приложениях. Под дисперсной 
смесью обычно понимают смесь газа и взвешенных 
в нем твердых частиц, смесь газа и капель, жидко-
сти и пузырьков, жидкости и твердых частиц [1]. 
Примерами промышленного применения дисперсных 
течений могут послужить псевдоожиженный слой, 
пневмотранспорт, теплообменник с гранулирован-

ным теплоносителем, нефтегазовая промышленность, 
транспортировка угля и руд и т. д. (см. [1]). Во мно-
гих промышленных процессах требуется строгий кон-
троль над режимами дисперсного течения. Механизм 
для предвидения переходов или изменений режимов 
течений предоставляет теория устойчивости [2].

Эффективные спектральные алгоритмы реше-
ния краевых задач для интегро-дифференциальных 
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уравнений по-прежнему являются одними из цен-
тральных предметов исследований вычислительной 
математики. Например, в работе [3] развивается про-
екционный метод для моделирования ламинарно-
турбулентного перехода, обсуждается оптимизация 
вычислений. В работе [4] метод Галеркина и поли-
номы Лежандра применяются для решения инте-
гральных уравнений Фредгольма-Хаммерстайна, 
установлена скорость суперсходимости приближен-
ного решения.

Исследование ламинарно-турбулентного пере-
хода в двухфазных средах осложнено рядом обсто-
ятельств, таких как наличие многих масштабов, ха-
рактеризующих задачу, тепломассообмен на границе 
раздела фаз, влияние параметров примеси на коэффи-
циенты переноса. В обзорной работе [5] обсуждается 
актуальное состояние исследований турбулентности 
многофазных дисперсных течений. Исчерпывающий 
перечень литературы отражает достигнутые успехи. 
В частности, авторы [5] среди перспективных направ-
лений для фундаментальных исследований выделяют 
изучение механизмов модуляции турбулентности [6] 
частицами примеси. При численном моделировании 
крупномасштабных эффектов в турбулентном потоке 
в случае больших частиц вполне приемлем двухско-
ростной (двухжидкостный) подход [5, 6]. Для этого не-
обходимо знать структуру собственных функций со-
ответствующего линейного оператора [2].

Известно, что для дисперсной смеси достаточные 
условия устойчивости состояния равновесия прини-
мают сложную форму [7–10]. Например, в работе [7] 
была рассмотрена линейная устойчивость течения 
Куэтта в случае, когда объемная концентрация при-
меси не являлась малой величиной. Было обнаруже-
но, что течение может быть неустойчивым при неод-
нородном распределении концентрации облака частиц 
в канале [7]. В работах [8–10] численно обнаружены 
эффекты существенного повышения порога устой-
чивости для конвективных течений [10] и в случае 
изотермического движения [8, 9] дисперсной смеси, 
а также области метастабильности при закритических 
режимах течения [8, 9].

В данной работе рассмотрен эффективный спек-
тральный метод решения первой краевой задачи 
для системы дифференциальных уравнений, описы-
вающих устойчивость движения смеси.

1. Постановка задачи. Монодисперсная смесь — 
это гидродинамическая модель двухфазной системы, 
состоящей из вязкой жидкости и взвешенных в ней 
твердых частиц. Движение смеси можно описывать 
двухскоростными уравнениями механики сплошных 
сред, когда примесь рассматривается как формальный 
эффективно невязкий газ, средние нормальные напря-
жения в котором обращаются в нуль, а несущая среда 
является несжимаемой. Межфазное взаимодействие 
определяется силой Стокса.

При исследовании устойчивости течения к малым 
возмущениям линеаризация производится в окрестно-
сти стационарного решения. Например, в плоскопа-
раллельном канале основное решение — профиль на-
порного течения — можно принять в виде

U e e2
2 2 1 2 2 1( ) ( ) (1 )(1 ) .x U x A x Ax⎡ ⎤= = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

Здесь [0;1]A∈  — безразмерная константа; e1 ,  
e2  — орты декартовой системы координат, ориенти-
рованные в продольном и поперечном направлениях 
к течению. На стенках канала задаются условия не-
проницаемости и отсутствия проскальзывания 
для вязкой жидкости. Предполагается, что стационар-
ный профиль течения U  совпадает в обеих компонен-
тах смеси и Udiv 0.=

Величина S Reτ= ⋅  — безразмерное число, опи-
сывающее стоксовскую скоростную релаксацию, 
Re  — число Рейнольдса (далее 1/Reν= ), S  — кри-
терий, определяющий степень дисперсности приме-
си, ρ  — относительная массовая доля примеси (ве-
личина 1ρ<  считается постоянной и определяется 
как отношение массы частиц к массе жидкости в еди-
нице объема). При этом ~ ,  S 2~ ,a  где a  — диа-
метр частицы.

2. Уравнения двумерных возмущений. В рабо-
тах [1, 11] показано, насколько важно знать спектраль-
ный портрет линейного оператора соответствующей 
динамической системы. Здесь мы ограничимся изу-
чением свойств спектра в моногармоническом при-
ближении [12].

Пусть 1 ,x x=  2 ,y x=  e e1 ,x =  e e2 .y =  Для парал-
лельных течений возмущение поля скоростей можно 
представить в виде гармонического колебания 
u w u w{ ( , ), ( , )} { ( ), ( )}exp( ),x y x y y y i xα=� �  с периодом, 
равным 2 / ,π α  где α  — соответствующее волновое 
число. Ограничимся двумерными возмущениями, учи-
тывая преобразование Сквайра [12]. Условие несжи-
маемости для несущей жидкости позволяет задать 
функцию тока ( , )x yψ�  такую, что / ,xu yψ=∂ ∂��  yu =�

/ .xψ=−∂ ∂�  Уравнения для амплитуд колебаний мо-
гут быть записаны следующим образом:

2 ( / ) ( / ) ,
i U i Uλ ψ α ψ α ψ

ν ψ ρ τ θ ρ τ ψ

′′Δ = Δ − +

+ Δ + − Δ

( )( / ) ,x x y xw i Uw U w 1 wλ α τ ψ′ ′= − + −

 ( )( / ) ,y y yw i Uw 1 wλ α τ αψ= − +  (1)

,x yw i wθ α′= −  ( 1) ( 1) 0,ψ ψ′± = ± =

( 1) ( 1) 0.x yw w± = ± =

Здесь 2 2 2/ .d dy αΔ= −  Спектр задачи (1) описы-
вает устойчивость стационарного двумерного тече-
ния двухфазной смеси. Присутствие собственного 



54

ФИЗИКА

числа λ  с неотрицательной действительной частью 
свидетельствует о неустойчивости. Обобщенное ре-
шение задачи (1) принадлежат множеству функций 
класса (см. [11])

2 1
0( ) ( ),H I H Iψ∈ ∩  1, ( ),x yw w H I∈

( 1) ( 1) 0,x yw w± = ± =  ( 1;1).I ≡ −
Из уравнений (1) следуют (см. [9]) достаточные ус-

ловия устойчивости, которые можно записать в виде 
вариационного неравенства

 
( )

w

u wS

2

( ) ( ) ( )( )

2

( )

2

( , ) ( / ) .

H I H I H IH I

V I
F

ρ
ψ ψ

α
ν

ψ α ρ
αγ

×

⎛ ⎞⎟⎜ ′ + <⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

< + −
 (2)

для любых u w{ , }  таких, что

V
u w

w

2 2

( ) ( ) ( )
2 2 22

( ) ( ) ( )( )
1,

I H I H I

H I H I H IH I

ρ

ψ α ψ ρ

×

×

+ =

′= + + =

где
2 2 22 4

( )( ) ( )
( , ) 2 ,

H IH I H I
F ψ α ψ α ψ α ψ′′ ′= + +

max .
I

Uγ ′=

Условием (2) определяется правая граница число-
вого образа линейного оператора задачи (1).

3. Схема численного решения. Для построения 
эффективного спектрального алгоритма решения за-
дачи (1) будем использовать метод Галеркина. Для это-
го рассмотрим на множестве I  класс ортогональных 
с весом ( ) 0,yω >  ,y I∈  алгебраических многочленов 
с рациональными коэффициентами:

{ }:( )
, 0

, .N
N k k h hk h k

P P P ω δ
=

Ψ = =

Рассмотрим подмножества NV  и NW  линейной 
оболочки ( )NM Ψ  множества NΨ  такие, что

 
{ }

{ }

( ): ( 1) ( 1) 0

( ): ( 1) 0
0

0

,

.

N
N k N k k k

N
N k N k k

V M

W M

ψ ψ ψ

ϕ ϕ
=

=

′= ∈ Ψ ± = ± =

= ∈ Ψ ± =
 (3)

Здесь через ( )
1

1

,k h k hP P P P dyω ω
−

= ∫  обозначено ска-

лярное произведение в пространстве 2 ( ).L Iω  Тройку 
( , , )NI ω Ψ  называют спектральной проекционной си-
стемой [13].

Приближенное решение будет представлено парой 
u w{ , }N N  в виде рядов

(0)

0
( ) ( ),

N

N k k
k

y yψ ψ
=

=∑a

 u e e e e(0) ( ),N xN x yN y k k x k yu u ψ αψ′= + = −∑  (4)

w e e e e(1) (2)

0
( ).

N

N xN x yN y k k x k k y
k

w w ϕ ϕ
=

= + = +∑ a a

В результате получим обобщенную задачу на соб-
ственные значения:

 

(00) (01) (02) (0)

(10) (11) (12) (1)

(20) (21) (22) (2)

(00) (01) (02) (0)

(10) (11) (12) (1)

(20) (21) (22) (2)

Z Z Z a
Z Z Z a
Z Z Z a

Q Q Q a
Q Q Q a
Q Q Q a
λ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜ =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜= ⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

.
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

 (5)

Здесь ( ) ( ),lj ljZ Q  – матрицы размерности ,N N×  
( ) ( ) ( ) ( )

0 1{ , ,..., } ,j j j j T
Na a a a=  0 , 2.l j≤ ≤

В качестве экземпляра класса NΨ  можно исполь-
зовать полиномы Лежандра 0{ ( )} ,N

k k NL y = ∈Ψ  где 
,y I∈  ( ) 1.yω ≡  Для построения наборов ,NV  NW  ис-

пользуем многочлены следующего вида:

 2 ,k k kL Lϕ += −  0 2,k N≤ ≤ +  (6)

 2 4
2 5 2 32 ,
2 7 2 7

0 .

k k k k
k kL L L
k k

k N

ψ + +

+ +
= − +

+ +

≤ ≤

 (7)

Очевидно, что многочлены (6), (7) являются ли-
нейно независимыми. Формула (7) может быть полу-
чена в результате следующей цепочки рассуждений:

(1) (2) (3)
4 2 ,k k k k k k kL L Lψ β β β+ += + +

( )(1) (2) (3) (3)
4 2 1(2 3) ,k k k k k k k kL L k Lψ β β β β+ + +

′ ′ ′= + + − +

(2) (3) (1) ,k k kβ β β+ =−

(1) (3)
3 1(2 7) (2 3) .k k k k kk L k Lψ β β+ +

′= + − +

Таким образом, получим

(1) 2 3 ,
2 7k
k
k

β
+

=
+

 (2) 2 52 ,
2 7k
k
k

β
+

=−
+

 (3) 1,kβ =

что и требовалось.
В качестве спектральной проекционной системы 

примем тройку 4
0( , ( ) 1,{ } ).N

kI y Lω +≡  Коэффициенты 
матриц ( ) ,ljZ  ( )ljQ  в уравнении (5) можно записать сле-
дующим образом:

(00) (0) (1) (2)
1 ,hk hk hk hkZ I I Iν τ= + −  (01) (3)

1 ,hk hkZ Iτ=  (02) (4)
1 ,hk hkZ i Iατ=−

(10) (5)
2 ,hk hkZ Iτ=  (11) (6) (7)

2 ,hk hk hkZ I Iτ= −  (12) (8)
hk hkZ I

(20) (9)
2 ,hk hkZ i Iατ=−  (21) 0,hkZ =  (22) (6) (7)

2 ,hk hk hkZ I Iτ= −

( ) 0,lj
hkQ =  если ,l j≠  0 , 2;l j≤ ≤

(00) (2) ,hk hkQ I=  (11) (22) (7) .hk hk hkQ Q I= =
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Здесь ( ) ,j
hkI  0 9,j≤ ≤  обозначают

(0) 2 4( , ) 2 ( , ) ( , ),hk k h k h k hI ψ ψ α ψ ψ α ψ ψ′′ ′′ ′ ′= + +
(1)

2

[( , ) ( , )
( , ) ( , )],

hk k h k h

k h k h

I i U U
U U
α ψ ψ ψ ψ

ψ ψ α ψ ψ

′ ′ ′′=− + +

′ ′+ +

(2) 2( , ) ( , ),hk k h k hI ψ ψ α ψ ψ′ ′=− −  (3) ( , ),hk k hI ϕ ψ′=−

(4) ( , ),hk k hI ϕ ψ=  (5) (3) ,hk khI I=  (6) ( , ),hk k hI i Uα ϕ ϕ=−

(7) ( , ),hk k hI ϕ ϕ=  (8) ( , ),hk k hI U ϕ ϕ′=−  (9) (4) ,hk khI I=

где 1 / ,τ ρ τ=  2 1/ .τ τ=
Здесь

 1 1

2

(2 3) , (2 3) ,
(2 3)(2 5) .

k k k k

k k

k L k
k k L

ϕ ψ ϕ
ψ

+ +

+

′ ′=− + =− +
′′=− + +

 (8)

Очевидно, что с помощью формул (8) и результа-
тов работы [14] интегралы ( )j

hkI  могут быть рассчита-
ны аналитически. Например, первые два интеграла 
в формуле для (0)

hkI  запишутся следующим образом:

( , ) 4(2 3)(2 3)(2 5) ,k h hkk h hψ ψ δ′′ ′′ = + + +

, 2 , 2

2(2 3)( , ) (2 3) 2
2 7

2(2 3) 2 .
2 7

k h hk

h k h k

hk
h

h
h

ψ ψ δ

δ δ− +

⎛⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜′ ′ = + + −⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎜⎝ ⎠+⎝
⎞+ ⎟− − ⎟⎟⎟⎠+

В таблице для сравнения приведены значения соб-
ственного числа 0 ,λ  отвечающего наиболее опасной 
моде, для уравнения Орра-Зоммерфельда в случае те-
чения Пуазейля при 1,α=  4Re 10=  (см. [15–17]).

Заключение. На рисунке 1 представлена часть 
точечного спектра для случая течения Куэтта-
Пуазейля  смеси  при  0.1,A=  1,α=  4Re 10 ,=  
S 510−=  и 0.1.ρ=  Видно, что при малых величинах 
τ  наличие частиц в потоке проявляется лишь в ма-
лом смещении ограниченных частей спектра, кото-
рое может быть описано теорией аналитических воз-
мущений линейных операторов. На рисунке 2 
проиллюстрировано отличие спектра для моноди-
сперсной смеси от случая однородной жидкости. 
Внутри области, отмеченной овалом, содержится 
бесконечное множество точек спектра задачи (3), 
о чем свидетельствует расходимость приближения.

На рисунке 3 показаны достаточные условия 
устойчивости для различных чисел Рейнольдса. Здесь, 
следуя традиции [12], через Y  обозначена величина 

{ } / .Y λ α=ℜ  Видно, что в отличие от однородной 
жидкости наблюдаются зоны метастабильности ста-
ционарного течения в закритической области [8, 9]. 
Необходимо отметить, что устойчивость основного 
течения смеси определяется дискретными собствен-
ными значениями.

0λ = 0.23752649 +0.00373967i Orszag [13] 

0λ = 0.23752708 +0.00373980i Dongarra [13] 

0λ = 0.2375264888204 +0.0037396706229i Pop (N = 96, N = 512) [14] 

0λ = 0.2375264888206 +0.0037396706230i N = 64 [15] 

0λ = 0.2375264888204 +0.0037396706229i N = 64

Рис. 1. Спектр течения Куэтта — Пуазейля смеси при 
0.1,A=  1,α=  4Re 10 ,=  510S −=  и 0.1ρ=

Рис. 2. Спектр течения Пуазейля смеси при 1,α=  
4Re 10 ,=  410S −=  и 0.1ρ=



56

ФИЗИКА

Напряжения Рейнольдса в континууме дисперс-
ных частиц не меняют знак в окрестности критиче-
ского слоя. На границе канала не возникает разность 
фаз колебаний у продольной и поперечной компонент 
возмущения поля скоростей, поскольку в облаке дис-
персных частиц отсутствует вязкое трение [12]. 
При этом наблюдается картина, когда при фиксиро-
ванных параметрах задачи может наблюдаться не-
сколько чисел Рейнольдса Re∗ , соответствующих ней-

тральной устойчивости (см. рис. 3). Эффект «окон» 
устойчивости в закритической области, т. е. зон мета-
стабильности основного течения, наблюдался в ши-
роких диапазонах значений параметров течения [8]. 
Отметим результаты работ [18, 19], в которых рассмо-
трена задача Рэлея-Бенара для дисперсной смеси и об-
наружено, что в областях метастабильности наряду 
с устойчивой неподвижной точкой может наблюдать-
ся неустойчивое стохастическое множество.

Рис. 3. Зависимость max ( / ),
α

λ αℜ  ( / ),Y λ α=ℜ  от числа Рейнольдса. S = : 0-чистая жидкость; 

1–1. E-6; 2–3. E-6; 3–5. E-6; 4–1.5E-5; 5–2. E-5; 6–5. E-5; 7–1. E-4; 8–1. E-3
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