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Важным обобщением эйнштейновых метрик
на (псевдо)римановых многообразиях являются
солитоны Риччи, которые были впервые рассмот-
рены Р. Гамильтоном. Однородные солитоны Рич-
чи исследовались в работах многих математиков,
но классификация однородных солитонов Риччи
известна лишь в малых размерностях и не явля-
ется исчерпывающей.

Важным подклассом однородных солитонов
Риччи являются алгебраические солитоны Рич-
чи, которые впервые были рассмотрены Х. Лауре
в связи с изучением однородных солитонов Риччи
на разрешимых группах Ли. Исследование алгеб-
раических солитонов Риччи важно, так как из-
вестно, что каждый алгебраический солитон Рич-
чи является однородным солитоном Риччи.

Изучаются алгебраические солитоны Рич-
чи на группах Ли с левоинвариантной (псев-
до)римановой метрикой при условии, что рас-
сматриваемая метрика конформно плоская и опе-
ратор Риччи диагонализируем. В этом случае
удалось показать, что солитон Риччи тривиа-
лен, т.е. метрическая группа Ли является ли-
бо многообразием Эйнштейна, либо прямым про-
изведением эйнштейнового многообразия на ев-
клидово пространство. Также получено следствие
об отсутствии нетривиальных однородных ин-
вариантных солитонов Риччи на группах Ли
с левоинвариантной конформно плоской римано-
вой метрикой.
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Ricci solitons are important generalizations of
Einstein metrics on pseudo-Riemannian manifolds,
which were first considered by R. Hamilton.
Homogeneous Ricci solitons have been studied
by many mathematicians, and the classification
of homogeneous Ricci solitons is known in small
dimensions only and it is not exhaustive.

Algebraic Ricci solitons are important subclass
of the homogeneous Ricci solitons, and algebraic
Ricci solitons were first discussed by J. Lauret
in connection with the study of homogeneous
Ricci solitons on solvable Lie groups. The study
of algebraic Ricci solitons is important, since it
is known that every algebraic Ricci soliton is
homogeneous Ricci soliton.

In this paper, we study the algebraic Ricci
solitons on Lie groups with left-invariant pseudo-
Riemannian metric, if metric is conformally flat and
the Ricci operator are diagonalizable. In this case it
was possible to show that the Ricci soliton is trivial,
t.i. metric Lie group is Einstein manifold or the direct
product of Einstein manifold and the Euclidean
space. We also obtained a consequence of the absence
of nontrivial homogeneous invariant Ricci solitons
on Lie groups with left-invariant conformally flat
Riemannian metric.
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soliton, left-invariant Pseudo-Riemannian metric,

conformally flat metric.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты:
№16–01–00336A, №16–31-00048мол_а), Минобрнауки РФ
в рамках базовой части государственного задания в сфере
научной деятельности ФГБОУ ВПО «Алтайский государ-
ственный университет» (код проекта: 1148).

1. Введение, обзор, постановка задачи.
Исследованию многообразий постоянной кривиз-
ны Риччи, или эйнштейновых многообразий, по-
священы работы многих математиков (см., на-
пример, обзоры [1, 2]). В последнее время изу-
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чаются различные обобщения многообразий Эйн-
штейна, одними из которых являются солито-
ны Риччи, впервые рассмотреные Р. Гамильтоном
в работе [3].

В общем случае задача изучения, исследова-
ния и классификации солитонов Риччи на мно-
гообразиях является довольно сложной. Поэто-
му предполагаются ограничения либо на строение
многообразия, либо на класс рассматриваемых
метрик, либо на размерность многообразия, либо
на класс векторных полей, участвующих в записи
уравнения солитона Риччи.

Одним из естественных ограничений являет-
ся предположение, что рассматриваемое много-
образие является однородным пространством
и, в частности, группой Ли. В этом направле-
нии известен ряд результатов. Так, на группах Ли
с левоинвариантной римановой метрикой, размер-
ности не более четырех, не существует нетри-
виальных однородных инвариантных солитонов
Риччи (см. [4, 5]). Аналогичный факт известен
для унимодулярных групп Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой любой конечной раз-
мерности. Вопрос о существовании нетривиаль-
ных однородных инвариантных солитонов Риччи
на группах Ли размерности более четырех с ле-
воинвариантной римановой метрикой до сих пор
остается открытым.

Другим важным примером являются алгебра-
ические солитоны Риччи на группах Ли, которые
впервые были рассмотрены Х. Лауре. Им же бы-
ло доказано, что каждый алгебраический солитон
Риччи на группе Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой является однородным солитоном
Риччи (см. [6]). Позднее этот результат был обоб-
щен К. Онда на случай групп Ли с левоинвари-
антной псевдоримановой метрикой (см. [7]).

М. Яблонский изучал связь между алгебраиче-
скими и полуалгебраическими солитонами Риччи.
В частности, им была доказана следующая

Теорема 1 (M. Jablonski, 2014 [8]). Если груп-
па Ли G с левоинвариантной римановой метри-
кой g является полуалгебраическим солитоном
Риччи, тогда (G, g) — алгебраический солитон
Риччи.

Отметим, что в случае групп Ли с левоинвари-
антной псевдоримановой метрикой данная теоре-
ма не выполняется (см. [9]).

В данной работе предполагается исследовать
вопрос о классификации однородных солитонов
Риччи на группах Ли с левоинвариантной кон-
формно плоской (псевдо)римановой метрикой.
Это позволит дать ответ на часть проблем, по-
ставленных ранее Л. Цербо, Х. Лауре, К. Онда,
М. Яблонским, Р. Гамильтоном.

2. Основные определения и обозначе-
ния. Пусть (M, g) — риманово многообразие раз-
мерности n; X,Y, Z, V — векторные поля на M .

Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита и че-
рез R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z тензор кри-
визны Римана. Тензор Риччи r и оператор Рич-
чи ρ определим, соответственно, как

r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ),

g (ρ(X), Y ) = r(X,Y ).

Определение. Полное (псевдо)риманово
многообразие (M, g) называется солитоном Рич-

чи, если метрика g удовлетворяет уравнению

r = Λ · g + LXg, (1)

где r — тензор Риччи метрики g, Λ ∈ R, LXg —
производная Ли метрики g по направлению пол-
ного дифференцируемого векторного поля X .
(G/H, g) — однородное (псевдо)риманово про-
странство, удовлетворяющее (1), называется од-

нородным солитоном Риччи. (G, g) — группа Ли
с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой,
удовлетворяющая (1) с некоторым левоинвари-
антным векторным полем X , называется однород-

ным инвариантным солитоном Риччи.
Определение. (Псевдо)риманово многообра-

зие (M, g) называется тривиальным солитоном
Риччи, если (M, g) есть эйнштейновое многооб-
разие, либо изометрично прямому произведению
эйнштейнового многообразия и евклидова про-
странства.

Определение. Группа Ли G с левоинвари-
антной (псевдо)римановой метрикой g и метриче-
ской алгеброй Ли g называется полуалгебраиче-

ским солитоном Риччи, если метрика g удовле-
творяет уравнению

ρ = Λ · I + 1

2
(D +D′) ,

где ρ — матрица оператора Риччи, Λ ∈ R, I — еди-
ничная матрица, D — матрица оператора некото-
рого дифференцирования алгебры g, D′ — матри-
ца оператора, сопряженного оператору D относи-
тельно метрики g.

Лемма 1. Каждый однородный инвариатный
солитон Риччи на группе Ли с левоинвариант-
ной (псевдо)римановой метрикой обязан быть по-
луалгебраическим солитоном Риччи с некоторым
внутренним дифференцированием D.

Доказательство. В случае однородного инва-
риантного солитона Риччи уравнение (1) можно
привести к виду (см., например, [4])

rij = Λgij +Xk(cskigsj + cskjgsi),

где Xk — координаты левоинвариантного вектор-
ного поля X , ckij — структурные константы алгеб-
ры Ли g, gij — компоненты метрического тензора,
rij — компоненты тензора Риччи, Λ ∈ R.
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Поднимая второй индекс в предыдущем урав-
нении, получим

ρ = Λ · Id + adX + ad′X ,

где adX(Y ) = [X,Y ] — внутреннее дифференци-
рование алгебры Ли g. То есть однородный инва-
риантный солитон Риччи является полуалгебраи-
ческим солитоном Риччи с D = 2adX .

Определение. Группа Ли G с левоинвари-
антной (пседо)римановой метрикой g и метриче-
ской алгеброй Ли g называется алгебраическим

солитоном Риччи, если метрика g удовлетворяет
уравнению

ρ = Λ · I +D, (2)

т.е. (G, g) является полуалгебраическим солито-
ном Риччи с некоторым самосопряженным диф-
ференцированием D.

3. Оператор Риччи левоинвариантных
конформно плоских (псевдо)римановых
метрик на группах Ли. Пусть далее
M = G — группа Ли с левоинвариантной
(псевдо)римановой метрикой g и алгеброй Ли g.
Известно, что, в отличие от случая римановой
метрики, в случае псевдоримановой метрики
оператор Риччи ρ не всегда может быть приведен
к диагональному виду (см., например, [10]).

Определение. Пусть g — n-мерная метри-
ческая алгебра Ли со знаконеопределенным ска-
лярным произведением. Базис {e1, . . . , en} бу-
дем называть псевдоортонормированным, если
〈ei, ej〉 = 0 при i 6= j и 〈ei, ei〉 = εi, где εi = ±1.

В работе [11] (см. также [12, 13]) доказана сле-
дующая

Теорема 2 (K. Honda, 2003 [11]). Пусть G —
группа Ли (n > 4) с левоинвариантной конформ-
но плоской (псевдо)римановой метрикой g, алгеб-
рой Ли g и диагонализируемым оператором Рич-
чи ρ. Тогда главные значения оператора Риччи
могут принимать не более двух различных зна-
чений. Если их ровно два, ρ1 кратности k и ρ2
кратности n− k, то они имеют вид:

ρ1 = 2(k − 1)a, ρ2 = 2(k + 1− n)a, a ∈ R/{0}.

Причем в алгебре Ли g существует псевдоорто-
нормированный базис, в котором матрица опера-
тора Риччи имеет диагональный вид с главными
значениями на диагонали.

Далее будем предполагать, что G — группа Ли
с левоинвариантной конформно плоской (псев-
до)римановой метрикой g, алгеброй Ли g и диа-
гонализируемым оператором Риччи ρ. Если опе-
ратор Риччи имеет ровно одно собственное зна-
чение, то тензор Риччи пропорционален метри-
ческому тензору, и данная метрика очевидно яв-
ляется метрикой Эйнштейна, а солитон Риччи —

тривиальным. Поэтому далее мы будем предпола-
гать, что оператор Риччи имеет ровно два различ-
ных собственных значения.

Расмотрим псевдоортонормированный базис
{e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en} алгебры Ли g, в котором
диагонализируется оператор Риччи. Переобозна-
чая, в случае необходимости, базисные векторы,
получим, что матрица оператора Риччи в этом ба-
зисе имеет вид

ρ = diag
(

ρ1, . . . , ρ1
︸ ︷︷ ︸

k

, ρ2, . . . , ρ2
︸ ︷︷ ︸

n−k

)

, ρ1 6= ρ2. (3)

Введем следующие обозначения:
A = span(e1, . . . , ek) — векторное подпространство
алгебры Ли g, соответствующее собственному зна-
чению оператора Риччи ρ1,
B = span(ek+1, . . . , en) — векторное подпростран-
ство алгебры Ли g, соответствующее собственно-
му значению оператора Риччи ρ2.

Лемма 2. Пусть G — группа Ли с левоинва-
риантной конформно плоской (псевдо)римановой
метрикой g размерности n > 4, алгеброй Ли g

и диагонализируемым оператором Риччи ρ, имею-
щим ровно два различных собственных значения.
Тогда

1. A и B — подалгебры Ли алгебры Ли g.

2. cjhi = −εiεjc
i
hj при 1 6 i, j 6 k, k + 1 6 h 6 n

или 1 6 h 6 k, k + 1 6 i, j 6 n.

Доказательство. Отметим, что тензор Рич-
чи конформно плоской группы Ли удовлетворяет
условию [1]:

rij,h = rih,j ,

т.е. тензор Риччи r является тензором Кодац-
ци. Распишем ковариантную производную через
символы Кристофеля, подразумевая суммирова-
ние по индексу m:

rmjΓ
m
hi + rimΓm

hj = rmhΓ
m
ji + rimΓm

jh.

В рассматриваемом псевдоортонормированном
базисе матрица тензора Риччи имеет диагональ-
ный вид с элементами εiρi на диагонали. Значит,

εjρjΓ
j
hi + εiρiΓ

i
hj = εhρhΓ

h
ji + εiρiΓ

i
jh.

Далее, с использованием свойства символов Кри-
стофеля Γh

ij = −εjεhΓ
j
ih, получим

(ρi − ρj)Γ
i
hj = (ρi − ρh)Γ

i
jh.

Так как оператор Риччи имеет только два
собственных значения, то возможны несколько
случаев:

1. Если ρj = ρh 6= ρi, то Γi
hj − Γi

jh = 0, а значит,
так как связность Леви-Чивита не имеет кру-
чения, то cihj = Γi

hj − Γi
jh = 0, откуда следует

пункт 1 данной леммы.
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2. Если ρj = ρi 6= ρh, то Γi
jh = 0, откуда, с уче-

том предыдущего пункта, следует пункт 2
данной леммы.

Также нам потребуется следующая техниче-
ская лемма.

Лемма 3. Справедлива формула (4) для
вычисления диагональных элементов операто-
ра Риччи ρ в псевдоортонормированном базисе
{e1, . . . , en} алгебры Ли g:

ρii =
∑

h,s

(

1

4
εiεhεs

(

(

chis
)2

+
(

cihs
)2 − 3 (csih)

2
)

+
1

2
εhc

s
ihc

i
hs −

1

2
εic

s
ihc

h
is

+
1

2
εsc

h
isc

i
hs − εsc

i
isc

h
hs

)

, (4)

где chij — структурные константы алгебры Ли g,
εi = ±1.

Доказательство. Следуя работам [14–16], вы-
пишем формулы, позволяющие вычислять компо-
ненты оператора Риччи через структурные кон-
станты алгебры Ли g и компоненты метрического
тензора.

Γij,k =
1

2

(

csijgsk − csjkgsi + cskigsj
)

, Γs
ij = Γij,kg

ks,

Rijkt = csijΓsk,t − Γs
jkΓis,t + Γs

ikΓjs,t,

rik = Rijktg
jt, ρji = rikg

kj ,

где chij — структурные константы алгебры Ли g,

gij — компоненты метрического тензора, gij —
компоненты кометрического тензора, Γij,k и Γs

ij —
символы Кристофеля 1-го и 2-го рода соответ-
ственно, Rijkt — тензор кривизны Римана, rik —
тензор Риччи.

Применяя приведенные выше формулы для
вычисления элементов ρii и учитывая, что в псев-
доортонормированном базисе g = diag(ε1, . . . , εn),
получим необходимую формулу.

4. Конформно плоские однородные со-
литоны Риччи. Данный раздел работы посвя-
щен изучению групп Ли с левоинвариантной кон-
формно плоской (псевдо)римановой метрикой ал-
гебраического солитона Риччи.

Теорема 3. Пусть G — группа Ли с левоинва-
риантной конформно плоской (псевдо)римановой
метрикой g размерности n > 4 и диагонализиру-
емым оператором Риччи ρ. Тогда, если (G, g) —
алгебраический солитон Риччи, то (G, g) — три-
виальный солитон Риччи.

Доказательство. В силу уравнений (2) и (3)
матрица оператора дифференцирования D имеет
вид

D = diag
(

ρ1 − Λ, . . . , ρ1 − Λ
︸ ︷︷ ︸

k

, ρ2 − Λ, . . . , ρ2 − Λ
︸ ︷︷ ︸

n−k

)

.

Так как D — дифференцирование алгеб-
ры Ли g, то для любых базисных векторов ei
и ej выполняется:

D[ei, ej] = [Dei, ej ] + [ei, Dej ].

Пусть 1 6 i, j 6 k, тогда в силу вида матрицы
дифференцирования D, приведенного выше, име-
ем:

D[ei, ej ] = 2(ρ1 − Λ)[ei, ej ],

что дает три возможных варианта

[ei, ej ] = 0; (5a)

2(ρ1 − Λ) = ρ1 − Λ, [ei, ej ] ∈ A; (5b)

2(ρ1 − Λ) = ρ2 − Λ, [ei, ej] ∈ B. (5c)

Аналогично, если k + 1 6 i, j 6 n, тогда

[ei, ej ] = 0; (6a)

2(ρ2 − Λ) = ρ1 − Λ, [ei, ej ] ∈ A; (6b)

2(ρ2 − Λ) = ρ2 − Λ, [ei, ej] ∈ B. (6c)

И, если 1 6 i 6 k, k + 1 6 j 6 n, тогда

[ei, ej ] = 0; (7a)

ρ1 + ρ2 − 2Λ = ρ1 − Λ, [ei, ej] ∈ A; (7b)

ρ1 + ρ2 − 2Λ = ρ2 − Λ, [ei, ej] ∈ B. (7c)

Отметим, что случаи (5c) и (6b) невозможны,
так как A и B — подалгебры Ли по лемме 2.
Дополнительно, одновременное выполнение (5b)
и (6c), (5b) и (7b), (6c) и (7c) влечет ρ1 = ρ2,
т.е. (G, g) является многообразием Эйнштейна,
а значит солитон Риччи тривиален.

За вычетом случая одновременного выпол-
нения (5a), (6a) и (7a), который соответ-
ствует абелевой алгебре Ли, а значит три-
виальному солитону Риччи, остается 6 раз-
личных вариантов сочетания этих условий.
Они, с помощью переобозначения базисных век-
торов {e1, . . . , ek} ↔ {ek+1, . . . , en} и собственных
значений ρ1 ↔ ρ2 оператора Риччи ρ, сводятся
к следующим трем случаям:

1. Λ = ρ2, [A,A] = 0, [B,B] = 0, [A,B] ⊂ A.

2. Λ = ρ2, [A,A] = 0, [B,B] ⊂ B, [A,B] ⊂ A.

3. Λ = ρ2, [A,A] = 0, [B,B] ⊂ B, [A,B] = 0.

Рассмотрим одновременно случаи 1 и 2. В си-
лу ограничений на скобки Ли, приведенных выше,
выполняется:

1 6 i, j 6 k ⇒ chij = 0,

k + 1 6 i, j 6 n, 1 6 h 6 k ⇒ chij = 0,

1 6 i 6 k, k + 1 6 j, h 6 n ⇒ chij = 0.

Пункт 2 леммы 2, в частности, означает, что
ciih = 0 при 1 6 i 6 k, k + 1 6 h 6 n.
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Вычислим ρ1 = ρii |16i6k с помощью форму-
лы (4), с учетом приведенных ограничений:

ρ1 = ρii |16i6k =

=

k
∑

h=1

n
∑

s=k+1

(

1

4
εiεhεs

(

(

chis
)2

+
(

cihs
)2
)

+

+
1

2
εsc

h
isc

i
hs

)

+

+

n
∑

h=k+1

k
∑

s=1

(

1

4
εiεhεs

(

(

cihs
)2 − 3 (csih)

2
)

+

+
1

2
εhc

s
ihc

i
hs

)

.

Выполняя замену h ↔ s во второй сумме, полу-
чим

ρ1 =

k
∑

h=1

n
∑

s=k+1

1

2
εiεhεs

(

(

cihs
)2 −

(

chis
)2
)

.

Но из пункта 2 леммы 2 следует, что
(

cihs
)2

=
(

chis
)2

при 1 6 i, h 6 k, k + 1 6 s 6 n.
Значит, ρ1 = 0.

Следовательно, по теореме 2, выполняется
k = 1. Но тогда из пункта 2 леммы 2 следует, что
[A,B] = 0, что приводит к случаю 3.

Для доказательства теоремы осталось заме-
тить, что в третьем случае A — абелев идеал,
B — идеал, 〈A,B〉 = 0 и g = A + B как
векторное пространство. Значит g = A ⊕ B
и G = R

k ⊗ Nn−k — прямое произведение ев-
клидова пространства и эйнштейнового многооб-
разия, а следовательно, алгебраический солитон
Риччи тривиален.

Отметим, что, в силу теоремы 2, в третьем слу-
чае k = 1 и G = R

1 ⊗Nn−1.

В случае групп Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой оператор Риччи всегда диагона-
лизируем, так как его матрица в ортонормирован-
ном базисе симметрична. А значит, справедливо
следствие теоремы 3.

Следствие 1. Пусть G — группа Ли с левоин-
вариантной конформно плоской римановой мет-
рикой g размерности n > 4. Тогда, если (G, g) —
алгебраический солитон Риччи, то (G, g) — три-
виальный солитон Риччи.

Также с учетом леммы 1 и теоремы 1 спра-
ведливо

Следствие 2. Пусть G — группа Ли с ле-
воинвариантной конформно плоской римановой
метрикой g размерности n > 4. Тогда, если
(G, g) — однородный инвариантный солитон Рич-
чи, то (G, g) — тривиальный солитон Риччи.

Заключение. В результате проведенных ис-
следований решена часть задач теории солитонов
Риччи, получены следующие результаты:

1. Для групп Ли с левоинвариантной конформ-
но плоской псевдоримановой метрикой, раз-
мерности не менее четырех, и диагонализи-
руемым оператором Риччи доказано, что ал-
гебраический солитон Риччи является триви-
альным.

2. Более того, в случае групп Ли с левоинвари-
антной конформно плоской римановой мет-
рикой любой алгебраический и однородный
инвариантный солитон Риччи является три-
виальным.
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