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Конвективные течения жидкостей под дей-
ствием сопутствующего потока газа и вызывае-
мого им испарения активно изучаются в насто-
ящее время аналитически, численно и экспери-
ментально. Задача математического моделирова-
ния конвективных процессов с учетом испаре-
ния является чрезвычайно сложной. Принципи-
альным вопросом остается формулировка гранич-
ных условий на поверхности раздела жидкости
и газопаровой смеси. На основе законов сохра-
нения и соотношений на сильном разрыве выпи-
сываются обобщенные кинематическое, динами-
ческое и энергетическое условия на термокапил-
лярной границе раздела. Данные условия фор-
мулируются с учетом зависимости от температу-
ры коэффициентов переноса. Гипотезы, принима-
емые при выводе условий на поверхности раздела
с испарением, включают в себя отождествление
свободной поверхностной энергии с коэффициен-
том поверхностного натяжения, закон Стокса для
несжимаемой жидкости, законы Фурье и Фика
для определения потока тепла и пара, установле-
ние скрытой теплоты испарения как скачка внут-
ренней потенциальной энергии. Предполагается
непрерывность касательных скоростей и темпера-
туры на границе раздела, а поток испаряющей-
ся жидкости определяется исходя из кинетиче-
ской теории.
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Convective flows of fluids under action of a co-
current gas flux and gas related evaporation effects
are actively investigated nowadays analytically,
numerically and experimentally. The problem of
mathematical modeling of convective processes with
evaporation is extremely complicated. Formulation
of boundary conditions on the interface between
liquid and gas-vapor mixture is a crucial aspect
here. In this paper, generalized kinematic, dynamic
and energy conditions on the thermocapillary
interface are presented. The interface conditions are
formulated with consideration of transfer coefficient
temperature dependence under a hypothesis that free
surface energy is identified with a surface tension
coefficient, Stokes’ law is used for incompressible
fluid, heat and vapor fluxes are derived from Fourier
and Fick laws, and latent heat of evaporation
is a jump of inner potential energy. Continuity
of temperature and tangential velocities on the
interface is assumed, and evaporation mass flux
is obtained from kinetic theory.

Key words: mathematical model, thermocapillary

interface, evaporation, interface conditions, tempera-

ture dependent transfer coefficients.

Моделирование течений жидкостей, имеющих
поверхности раздела, вызвано интенсивным раз-
витием наукоемких технологий, а также новы-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(проект № 14-08-00163).

ми экспериментами по исследованию особенно-
стей конвективных течений под действием сопут-
ствующих потоков газа. Математические модели
для изучения течений жидкостей включают в се-
бя граничные условия на поверхности раздела.
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Если предполагается, что данная поверхность яв-
ляется термокапиллярной границей, но допуска-
ется перенос массы через нее в результате, на-
пример, испарения, то требуется провести обоб-
щение кинематического, динамического и энерге-
тического условий, сформулированных для слу-
чая свободной поверхности. Проблема постанов-
ки граничных условий в случае, когда следу-
ет изучить перенос примеси в расплаве, успеш-
но решена для задач плавления и кристаллиза-
ции (см. [1]). В работах [2–4] проведено матема-
тическое моделирование процессов формирования
сферических микробаллонов с учетом диффузи-
онного переноса растворенного газа как пассив-
ной примеси через свободную границу. В [2] осу-
ществлена постановка задачи на основе уравнений
Навье-Стокса, теплопереноса и диффузии пассив-
ной примеси, сформулированы условия на сво-
бодных поверхностях, определяющие, в том чис-
ле, баланс энергии на внутренней границе и диф-
фузионный поток массы через нее. Из недав-
них работ, посвященных выводу и анализу усло-
вий на границе раздела с испарением, следует
отметить [5–7]. Исследования автора [8–10] по-
священы выводу и параметрическому анализу
условий на границе раздела в случае постоян-
ных коэффициентов переноса. Данные работы со-
держат результаты математического моделирова-
ния течений жидкостей с учетом процессов ис-
парения на границе раздела на основе уравне-
ний Навье-Стокса вязкой несжимаемой жидкости.
Условия на поверхности раздела в [8–10] есть ре-
зультат соотношений на сильном разрыве, зако-
нов сохранения массы, импульса, энергии [11–13].
В [14] представлены результаты разрешимости
начально-краевых задач для уравнений конвек-
ции Обербека-Буссинеска в случае коэффициента
вязкости, зависящего от температуры (см. также
цитированную там литературу).

Формулировка условий на термокапил-
лярной границе раздела в случае зависи-
мости коэффициентов переноса от темпе-
ратуры. Пусть материальная область разделе-
на гладкой поверхностью Γ на две подобласти
Ω1 и Ω2, заполненные вязкими, несжимаемыми,
несмешивающимися жидкостями или жидкостью
и смесью газа и пара соответственно. Принадлеж-
ность фазе будет обозначаться индексом i, рав-
ным «1» или «2». Вывод условий осуществля-
ется на основе ряда гипотез (см. (I)–(IX)). Со-
гласно постулатам Гиббса [15] граница раздела
жидкости и газа представляет собой особую тер-
модинамическую среду, которая характеризует-
ся аддитивными функциями множеств этой по-
верхности (энтропией, внутренней эрнергией, сво-
бодной энергией и др.). При рассмотрении чи-
стых поверхностей без поверхностно-активных ве-
ществ такая граница раздела является однопара-

метрической термодинамической средой, где в ка-
чество параметра состояния выбирается, как пра-
вило, абсолютная температура. (I) Свободную по-
верхностную энергию отождествим с коэффици-
ентом поверхностного натяжения σ = σ(T ), сле-
дуя Гиббсу. Для большинства чистых поверхно-
стей раздела имеет место линейная зависимость
коэффициента поверхностного натяжения σ(T )
от температуры (σ = σ0 − σT (T − T0); здесь σ0

есть значение поверхностного натяжения при тем-
пературе T0; коэффициент σT называется тем-
пературным коэффициентом поверхностного на-
тяжения; для большинства капельных жидко-
стей имеем σT > 0). Согласно закону Стокса для
несжимаемой жидкости (II) справедливо следу-
ющее соотношение между тензором напряжений
Pi и тензором скоростей деформации D(vi): Pi =

= −piE + 2ρiνi(Ti)D(vi), Dkl(v) =
1

2
(
∂vk
∂xl

+
∂vl
∂xk

)

(k, l = 1, 2, 3). Здесь vi — вектор скорости, pi —
давление, ρi — плотность, Ti — температура, νi —
коэффициент кинематической вязкости i-ой жид-
кости (i = 1, 2), E — единичный тензор. Пред-
полагаем дополнительно равенство касательных
скоростей (v1τ = v2τ ) на границе раздела (III).
Следуя выбору термодинамических переменных,
скрытая теплота испарения может быть определе-
на как скачок энтальпии или как скачок внутрен-
ней (потенциальной) энергии [U ] [16, 17]. Именно
[U ] принимается равным скрытой теплоте испаре-
ния (IV) (см. также [5, 8, 18–20]). Согласно зако-
ну Фурье (V) вектор потока тепла определяется
как q i = −κi(Ti)∇Ti, где κi — коэффициент теп-
лопроводности [9, 15]. С использованием закона
Фика (VI) [15, 21] записывается уравнение диф-
фузии пара в области Ω2, с помощью которого
осуществляется вывод дополнительного соотно-
шения баланса массы на границе раздела. Непре-
рывность температуры (T1 = T2 = T ) на границе
раздела Γ есть еще одно дополнительное согла-
шение (VII), принимаемое в представленном рас-
смотрении. Если граница раздела Γ отделяет жид-
кость от ее пара, то условие непрерывности хими-
ческого потенциала (VIII) полагается выполнен-
ным на границе раздела как следствие локального
термодинамического равновесия [15, 18].

Представим обобщенные кинематическое, ди-
намические и энергетическое условия на термока-
пиллярной границе в следующем виде:

ρ1(v1 n −Dn) = ρ2(v2 n −Dn) = Jev,

−p1 + 2ρ1ν1(T )n ·D(v1)n =

= −p2 + 2ρ2ν2(T )n ·D(v2)n +

+ρ2(
ρ2
ρ1

− 1)(v2 n −Dn)
2 + 2σH,

2ρ1ν1(T )τ ·D(v1)n− 2ρ2ν2(T ) τ ·D(v2)n = ∇Γσ · τ,
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κ1(T )
∂T1

∂n
− κ2(T )

∂T2

∂n
−

− d2σ

dT 2
T
dT

dt
− T

dσ

dT
divΓv1 =

= ρ1(v1 n −Dn){[U ] +
ρ1 − ρ2
ρ1ρ2

P1 n}+

=
1

2

ρ1(ρ2 − ρ1)
2

ρ22
(v1 n −Dn)

3+

+2σH(1− ρ1
ρ2

)(v1 n −Dn).

Здесь vin — нормальная составляющая вектора
скорости (vin = vi · n), Dn — скорость смеще-
ния границы Γ в направлении нормали n, внеш-
ней по отношению к области Ω1, занятой жидко-

стью. Имеем Dn = − Ft

|∇xF | , если Γ задана неявно

в виде F (x, t) = 0. При этом градиент ∇xF вы-
числяется относительно пространственных пере-
менных x = (x1, x2, x3). Также введены следую-
щие обозначения: τ — касательный вектор (один
из двух касательных векторов в трехмерном слу-
чае), P1n = −p1 + 2ρ1ν1(T1)n · D(v1)n — нор-
мальная составляющая вектора напряжений P1n,
∇Γ — поверхностный градиент (∇Γ = ∇−n(n·∇)),
divΓ — поверхностная дивергенция, для вектора v

имеем divΓv = ∇Γ · v =
3

∑

i=1

( ∂

∂xi
− ni(n · ∇)

)

vi.

H — средняя кривизна поверхности Γ, полагает-
ся H > 0, если поверхность Γ выпукла наружу
области Ω2.

Следует задать соотношение, определяющее
поток пара на границе раздела:

(1− C)ρ2(v2 n −Dn) = −χdρ2
∂C

∂n
,

или

Jev = − χd

(1 − C)
ρ2

∂C

∂n
,

где C — концентрация пара (массовая доля па-
ра), χd = χd(T ) — коэффициент диффузии пара
в газовой среде Ω2.

Для завершения постановки задачи требует-
ся определить, исходя из кинетической теории,
соотношение, выражающее поток испаряющей-
ся жидкости Jev (IX). Кинетическое уравнение
Герца–Кнудсена для определения потока массы
Jev в результате испарения выражает пропорцио-
нальность этого потока разности между давлени-
ем насыщенного пара и актуальным парциальным
давлением пара в газе (см. [18, 22]):

Jev =
α√

2πRgTI

(

P (TI)− ps
)

. (1)

Здесь Rg — идеальная газовая постоянная, де-
ленная на молярную массу пара; TI — темпе-
ратура на границе раздела со стороны жидко-
сти; α — коэффициент аккомодации, зависящий
от Rg, p0, T0 и от феноменологического парамет-
ра. Этот феноменологический параметр участ-
вует в условии, определяющем границу разде-
ла и обобщающем обычные соотношения равно-
весия на границе раздела, записанные для тем-
пературы и химического потенциала. Уравнение
Клаузиуса–Клапейрона [23, 24], которое выража-
ет давление пара при определенной температу-
ре с помощью скрытой теплоты парообразования,
используется в [18] в экспоненциальной форме

P (T ) = p0 exp
(

− L(T0)

Rg

( 1

T
− 1

T0

))

(2)

и помогает определить температуру насыщенного
пара Ts, как ps = P (Ts). Здесь L(T0) — скрытая
теплота парообразования (испарения) в состоянии
равновесия; относительное состояние может быть
выбрано как ps, Ts, благодаря постоянной темпе-
ратуре в предположении о постоянном термоди-
намическом давлении пара.

В [25, 26] (см. также [8]) соотношение для Jev
принимается в виде

Jev = αρsL
( M

2πRgT 3
s

)

1

2 (T − Ts).

Здесь также α — коэффициент аккомодации, L —
скрытая теплота испарения, M — молекуляр-
ный вес, Rg — универсальная газовая постоянная,
Ts —температура насыщенного пара. В настоящей
работе следует учесть L = [U ], ρs — плотность па-
ра ρs = Cρ2.

Заключение. Условия на термокапилляр-
ной границе раздела с испарением представляют
собой обобщение кинематического, динамическо-
го и энергетического условий, принимаемых вы-
полненными на свободной границе. Условия на
границе раздела учитывают зависимость коэффи-
циентов кинематической вязкости, теплопровод-
ности и диффузии от температуры. Дальнейшее
изучение задач испарительной конвекции связано
с получением упрощенных математических моде-
лей на основе параметрического анализа задачи, с
построением точных решений для описания двух-
слойных течений с учетом испарения, исследова-
нием их устойчивости, а также с проведением чис-
ленных экспериментов на основе упрощенных ма-
тематических моделей и сравнением результатов
с экспериментальными данными.
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