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Рассматривается математическая модель изо-
термической внутренней эрозии без учета дефор-
мации пористой среды. При достижении опре-
деленной величины скорости фильтрации проис-
ходит вынос частиц грунта из области течения.
В качестве математической модели используются
уравнения сохранения массы для воды, подвиж-
ных твердых частиц и неподвижного пористого
скелета, а также закон Дарси для воды и подвиж-
ных твердых частиц и соотношение для интенсив-
ности суффозионного потока. Дается постанов-
ка задачи и проводится преобразование системы
уравнений. В результате преобразований для на-
сыщенности водной фазы возникает вырождаю-
щееся на решении параболическое уравнение, для
давления — эллиптическое уравнение и уравнение
первого порядка для пористости грунта. Имеет-
ся аналогия с классической моделью Маскета —
Леверетта. Описаны гипотезы, которые определя-
ют интенсивности фазового перехода. Кроме то-
го, приведен краткий обзор моделей внутренней
суффозии. Рассматривается случай автомодель-
ного движения без учета силы тяжести и скорости
твердого скелета. Получено уравнение для кон-
центрации подвижных твердых частиц грунта.
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In this paper, a mathematical model of isothermal
internal erosion without deformation of a porous
medium is studied. Removal of soil particles from
a flow occurs at a certain magnitude of filtration
velocity. Equations of mass conservation of water,
moving solids, and stationary porous skeleton along
with Darcy’s law for water and moving solid
particles and equation for the intensity of suffusion
aquifer are used as a mathematical model of
the problem. Section 1 of this paper describes
the problem formulation and development of the
system of equations. Results of the development
are a parabolic equation for water phase saturation,
elliptical equation for pressure, and equation of the
first order for soil porosity. The developed model
demonstrates similarity with the classical Masket —
Leverett model. Assumptions describing the phase
transition intensity are considered in section 2.
Among other things, a brief review of internal erosion
models is provided. A case of self-similar motion
without consideration of gravity forces and a velocity
of the solid skeleton is also investigated. An equation
for concentration of soil flexible solid particles is
deduced.

Key words: multiphase flow, porous medium,

suffusion, phase transition, saturation.

1. Постановка задачи. Рассматриваются
процессы фильтрации подземных вод и внутрен-
ней суффозии. Грунт моделируется как трехфаз-
ная сплошная пористая среда. Поры полностью
заполнены смесью воды (i = 1) и подвижных твер-
дых частиц (i = 2). Доля пор в грунте (i = 3) опре-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке государ-
ственного задания Министерства №2014/2 и гранта РФФИ
№13-08-01097.

деляется пористостью φ = (V1 + V2)/V , где V =
V1+V2+V3 — общий объем грунта; V1, V2, V3 — со-
ответственно объемы воды, подвижных твердых
частиц и скелета грунта.

Уравнения сохранения массы для каждой из
фаз с учетом фазового перехода имеют вид [1]:

∂ρ1
∂t

+∇ · (ρ1~u1) = 0; (1)
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∂ρ2
∂t

+∇ · (ρ2~u2) = ṁ; (2)

∂ρ3
∂t

+∇ · (ρ3~u3) = −ṁ, (3)

где ṁ — интенсивность фазового перехода (суф-
фозионный поток); ~u1, ~u2, ~u3 — соответственно ис-
тинные скорости воды, подвижных твердых ча-
стиц грунта и скелета грунта; ρ1 = φs1ρ

0
1, ρ2 =

= φs2ρ
0
2, ρ3 = (1− φ)ρ03 — приведенные плотности

воды, подвижных твердых частиц грунта и скеле-
та; s1 = V1/(V1 + V2), s2 = V2/(V1 + V2) — концен-
трации воды (насыщенность) и подвижных твер-
дых частиц в порах; ρ01, ρ

0
2, ρ

0
3 — истинные плот-

ности воды, подвижных твердых частиц грунта

и скелета грунта; ∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)

— опера-

тор градиента, x = (x1, x2, x3). В рассматривае-
мом случае ρ03 = ρ02, так как подвижные частицы
захватываются суффозионным потоком из грун-
та.

Уравнения сохранения импульса для воды
и подвижных твердых частиц грунта берем в ви-
де [2–4]

siφ(~ui−~u3) = −K0(φ)
k0i
µi

(▽pi+ρ0i~g), i = 1, 2. (4)

Здесь K0(φ) — симметрический тензор филь-
трации пористой среды; k0i — относительные
фазовые проницаемости (k0i = k0i(si) ≥ 0,
k0i|si=0 = 0, 0 ≤ si ≤ 1); µi — коэффициенты
динамической вязкости; ~g — ускорение силы тя-
жести; p1, p2 — соответственно давления первой и
второй фаз.

Пусть s = s1, тогда 1 − s = s2. Разность фа-
зовых давлений удовлетворяет соотношению ви-
да [2; 4]

p2 − p1 = pc(s, x) ≥ 0, (5)

где pc — заданная функция, обладающая свой-
ствами [5; 6]

pc(x, s) = p0(x)j(s), p0(x) > 0, j(s) ≥ 0,

j(0) = 0, j(1) = 1,
∂j

∂s
< 0.

В дальнейшем предполагается, что скелет
грунта неподвижен (~u3 = 0), истинные плотности
ρ0i постоянны. В этом случае система приводится
к эллиптико-параболической системе [3] и уравне-
нию кинетики. Действительно, используя сделан-
ные предположения вместо (1)–(4), получим

∂(sφ)

∂t
+∇ · (sφ~u1) = 0; (6)

∂(1− s)φ

∂t
+∇ · ((1 − s)φ~u2) =

ṁ

ρ02
; (7)

∂(1− φ)

∂t
= − ṁ

ρ03
; (8)

siφ~ui = −K0(φ)k0i(▽pi + ρ0i~g), k0i =
k0i
µi

. (9)

Сложив уравнения (6), (7) и (8), выводим

∇ · (sφ~u1 + (1− s)φ~u2) = 0. (10)

Положим,

~v = sφ~u1 + (1 − s)φ~u2.

Используя (9) и (5) для ~v получим следующее
представление:

−~v = K0(φ)(k01(▽p1 + ρ01~g)+

+k02(▽(p1 + pc) + ρ02~g)) =

= K0(k(▽p1 +
k02
k

∂pc
∂s

▽ s)+

+k02 ▽x pc + ~g(ρ02k02 + ρ01k01)) =

= K0(k▽ (p1 −
1

∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ)+

+k

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
▽x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ+

+k02 ▽x pc + ~g(ρ02k02 + ρ01k01)) =

= K0(φ)k(s)▽ p+ ~f, (11)

где p — так называемое «приведенное» давле-
ние [3]:

p = p1 −
1

∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ, (12)

а также введены обозначения:

k(s) = k01 + k02,

~f = K0(k02 ▽x pc + k

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
▽x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ+

+(k01ρ
0
1 + k02ρ

0
2)~g).

Здесь символ ▽x применяется только по перемен-
ной x, входящей явно, например:

▽xpc(s, x) =

(

∂pc(s, x)

∂x1
,
∂pc(s, x)

∂x2
,
∂pc(s, x)

∂x3

)

.

С учетом (12) для ~v1 = sφ~u1 имеем

−~v1 = K0a▽ s+K0k01 ▽ p+ ~f0, (13)

где

a = −k01k02
k

∂pc
∂s

;

~f0 = K0k01(

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
▽x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ + ρ01~g).
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Используя (11), находим

K0k01 ▽ p = −k01(~v + ~f)/k.

Тогда вместо (13) получим

−~v1 = K0a▽ s− b~v + ~F , (14)

где

~F = ~f0 − b~f, b(s) =
k01
k
.

Подставляя (13) в (6), привлекая (8) и (10),
приходим к системе уравнений относительно s, p
и φ:

∂(sφ)

∂t
= ▽ · (K0a▽ s+K0k01 ▽ p+ ~f0); (15)

▽ · (K0(φ)k(s)▽ p+ ~f) = 0; (16)

ρ03
∂(1− φ)

∂t
= −ṁ,

Используя (14), приходим к следующей эквива-
лентной системе относительно s, p, φ и ~v:

∂sφ

∂t
= ∇ · (K0a▽ s− b~v + ~F );

∇ · ~v = 0;

ρ03
∂(1− φ)

∂t
= −ṁ;

−~v = K0(φ)k(s)▽ p+ ~f.

Замечание 1. Решение начально краевой задачи
для системы (8), (15), (16), в которой ṁ являет-
ся функцией φ, s, ~v1 и ~v2, можно построить сле-
дующим образом: подставляя в (15), (16), вместо
φ известную функцию φ0, приходим к эллиптико-
параболической системе для p и s (данная система
исследовалась в [3; 5]). Найденные значения p и s
позволяют определить ~v1, ~v2 и тем самым из (8)
найти новое значение φ.

Особенностью рассматриваемой задачи явля-
ется возможное вырождение на решение уравне-
ния (15), поскольку a(0) = a(1) = 0, а коэффи-
циент фильтрации, как правило, задается следу-
ющим образом: K0 = K ′

0φ
3/(1 − φ)2 [6]. Кроме

того, пористость и насыщенность должны удовле-
творять условиям 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ φ < 1.

Замечание 2. Частный случай модели (6)–(9)
при p1 = p2 рассматривается в работах [7–14].

2. Интенсивность фазового перехода.
На основе обработки экспериментальных данных
были предложены различные формулы для ин-
тенсивности фазового перехода. В работе [7] суф-
фозионный поток задается следующим образом:

ṁer = ρ2λ(1 − φ)s2||~v2||, (17)

где λ — определяемая экспериментально функция
(отвечает за устойчивость грунта суффозионному
воздействию); ~v2 = φ(1 − s)(~u2 − ~u3) — поток по-
движных частиц грунта.

Обобщение формулы (17) предложено в серии
работ [6–8]:

: ṁ = ṁer − ṁdep, (18)

где ṁer — поток твердых частиц (процесс суффо-
зии); ṁdep — поток осевших твердых частиц (про-
цесс кольматации).

Для определения ṁdep в работе [7] предлагает-
ся использовать соотношение

ṁdep = ρ2λ(1 − φ)
s22
scr

||~v2||. (19)

Здесь scr — критическое значение концентрации
подвижных твердых частиц грунта, при дости-
жении которого (s2 = scr) процессы суффозии
и кольматации уравновешивают друг друга. Под-
ставив (17) и (19) в (18), получим соотношение [7]

ṁ = ρ02λ(1 − φ)φ(s2 −
s22
scr

)||~v2||.

В работе [15] сделан анализ экспериментов, из
которого следует, что суффозионный процесс на-
чинается после достижения скоростью фильтра-
ции критического значения vk. Также из экспе-
риментов получено соотношение для определения
критической скорости фильтрации воды

vk = 4.2φ 9

√

gν7
1

3

√

37.21 νK0

φg

,

где ν — кинематический коэффициент вязкости
воды; g — модуль ускорения силы тяжести.

В работах [6; 11] для ṁ используется зависи-
мость

ṁ =

{

λρ03(1− φ)(1 − s)φ|~v2 − ~vk|, |~v2| ≥ |~vk|;
0, |~v2| < |~vk|.

В работах S. Bonelli (см. например: [16, с. 187])
движение воды, подвижных частиц и отрыв ча-
стиц от скелета моделируются на основе подхо-
дов, развитых в задачах с неизвестной границей.
Вода и подвижные частицы грунта рассматрива-
ются как однородная смесь (несжимаемая вяз-
кая жидкость со стандартной реологией), кото-
рая движется со скоростью ~u и имеет плотность
ρ = φρ01+(1−φ)ρ02. Неизвестная граница Γ между
областями, занятыми смесью и твердым скелетом,
определяется из уравнения переноса вида

∂ψ

∂t
+ ~c · ∇ψ = 0,

где функция ψ имеет следующие свойства: ψ = 0
на Γ, ψ > 0 — в твердом скелете, а в области
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фильтрации ψ < 0; ~c = cΓ~n, ~n — вектор нормали
к границе Γ. Скорость движения последней равна

cΓ =

{

kd(τ − τc), τ ≥ τc;
0, τ < τc.

где kd — коэффициент пропорциональности; τ —
модуль касательного напряжения

τ =
√

(T~n)2 − (~nT~n)2;

τc — критическое значение касательного напряже-
ния, при достижении которого начинается суффо-
зионный процесс.

Тензор напряжений и тензор скоростей дефор-
мации имеют вид:

T = −PI + 2µwD(~u);

D(~u) =
1

2
(▽~u + (▽~u)T ).

В данном подходе интенсивность фазового пере-
хода определяется формулой

ṁ = ρ(cΓ − ~u · ~n).

В настоящей работе предлагается использо-
вать следующее соотношение для определения
суффозионного потока:

ṁ = δ(s)R(φ)max{|~v1| − vk, 0}. (20)

Здесь

δ(s) =







0, s ≥ 1;
1− s, 0 < s < 1;
1, s ≤ 0.

R(φ) =







1, φ ≥ 1;
φ(1 − φ), 0 < s < 1;
0, φ ≤ 0.

3. Автомодельный случай. Рассмотрим
одномерное движение при условиях ~g = 0, ~v3 = 0.
Система (6)–(8) преобразуется к виду:

∂(sφ)

∂t
+
∂v1
∂x

= 0; (21)

∂(1− s)φ

∂t
+
∂v2
∂x

=
ṁ

ρ02
; (22)

∂(1− φ)

∂t
= − ṁ

ρ02
. (23)

Решение системы (21)–(23) ищется в области
(−∞, ct) в предположении, что все искомые функ-
ции зависят лишь от переменной ξ = x − ct (c —
неизвестная постоянная). Вместо (21)–(23) полу-
чим

−c∂(sφ)
∂ξ

+
∂v1
∂ξ

= 0; (24)

−c∂(1− s)φ

∂ξ
+
∂v2
∂ξ

=
ṁ

ρ02
; (25)

−c∂(1− φ)

∂ξ
= − ṁ

ρ02
, (26)

Здесь искомыми являются функции s(ξ), φ(ξ), v1,
v2 и постоянная c.

Из (24) следует

v1 − csφ = A1. (27)

Складывая уравнения (25) и (26), получим

v2 − c(1− sφ) = A2, (28)

где A1 и A2 — постоянные. Определим A1 и A2

из следующих краевых условий: v1|ξ=0 = v+1 ,
v2|ξ=0 = v+2 , s|ξ=0 = s+, φ|ξ=0 = φ+, v1|ξ−>−∞ =
= v−1 , v2|ξ−>−∞ = v−2 , s|ξ−>−∞ = s−, φ|ξ−>−∞ =
= φ−.

Из (27) и (28) следует

v−1 − cs−φ− = A1;

v−2 − c(1− s−φ−) = A2;

v+1 − cs+φ+ = A1;

v+2 − c(1− s+φ+) = A2.

Рассмотрим случай, когда

s+φ+ 6= s−φ−, v+1 6= v+1 −, v+2 6= v−2 .

Положим,

v−1 =
v+1 s

−φ−

s+φ+
, v−2 =

v+1 − v−1
s+φ+

, v+2 =
v+1
s+φ+

−v+1 ,

тогда

A1 = 0, A2 = 0, c =
v+1
s+φ+

, s+ =
v+1

(v+2 + v+1 )φ
+
.

При сделанных ранее предположениях из
уравнения (9) выводим

v1 = −K0k01
dp1
dξ

; (29)

v2 = −K0k02
dp2
dξ

. (30)

Вычитая из равенства (30) и (29), предвари-
тельно домножив (29) на k02, а (30) на k01, полу-
чим

k01c(1− sφ)− k02csφ = −K0k01k02
∂pc
∂s

ds

dξ
. (31)

Разделив (31) на k и K0, получим уравнение
для s:

a(s)
ds

dξ
=
k01c

kK0
− csφ

K0
.

На множестве A = {ξ|0 < s < 1; 0 < φ < 1;
|v1| > vk} имеем v1 = |c|sφ > 0 и ṁ 6= 0. Уравнение
(8) с учетом (20) на множестве A имеет вид:

c
dφ

dξ
= λ(1− s)φ(1 − φ)(|c|sφ − vk).

Последняя система уравнений определяет иско-
мые насыщенность s и пористость φ.
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Заключение. В работе дан краткий литера-
турный обзор моделей внутренней эрозии почвы.
Построена новая изотермическая модель суффо-

зионного выноса грунта и рассмотрено автомо-
дельное решение (типа бегущей волны).
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