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Для трехмерных групп Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой хорошо известны бази-
сы Милнора — ортонормированные базисы, в ко-
торых структурные константы зависят от малого
числа параметров. Эти базисы удобны для вычис-
лений левоинвариантных тензорных полей.

Однако построение этих базисов привязано
к размерности 3, что заставляет искать другие ме-
тоды построения аналогичных базисов для метри-
ческих алгебр Ли более высокой размерности.

Рассматривается способ построения обобщен-
ных базисов Милнора четырехмерных метриче-
ских алгебр Ли, для которых структурные кон-
станты алгебры зависят от малого числа пара-
метров. Данный способ основан на изучении про-
странства орбит левоинвариантных римановых
метрик групп Ли и может быть использован для
построения базиса в конечномерных метрических
алгебрах Ли.

В процессе построения обобщенных базисов
Милнора мы используем классификацию веще-
ственных четырехмерных метрических алгебр Ли
Г.М. Мубаракзянова, а также известные факты
о группах автоморфизмов этих алгебр.

Построенные базисы удобно использовать для
вычисления и изучения инвариантных тензорных
полей, а также сигнатур операторов кривизны на
группах Ли с левоинвариантными римановыми
метриками.
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The Milnor bases are orthonormal bases with
structure constants being dependent on a small
number of parameters. These bases are convenient
for calculations of left invariant tensor fields, and
they are well known for three-dimensional Lie groups
with a left invariant Riemannian metrics.

However, a special technique is required for
construction of similar bases for metric Lie algebras
of a dimension higher than 3.

In this paper, a method of Milnor generalized
bases construction for four-dimensional metric Lie
algebras with structural algebra constants being
dependent on a small number of parameters is
considered. This method is based on studying
the space of orbits of Lie groups left invariant
Riemannian metrics. The proposed method can be
used for the basis construction in finite-dimensional
metric Lie algebras.

The G.M. Mubarakzyanov’s classification of real
four-dimensional metric Lie algebras is adopted for
the process of Milnor generalized bases construction.
Also, well-known facts about the automorphism
groups of these algebras are used.

The constructed bases are useful for calculating
and studying of invariant tensor fields and signatures
of curvature operators on Lie groups with left-
invariant Riemannian metric.

Key words: Lie groups, Lie algebras, generalized

Milnor’s bases.

Введение. В случае трехмерных групп Ли
с левоинвариантной римановой метрикой хоро-
шо известны теоремы Милнора [1], которые да-
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ют базис, удобный для вычислений инвариант-
ных тензорных полей на трехмерных метрических
группах Ли. Приведем формулировки этих тео-
рем (см.: [1]).

Теорема 1. Пусть G – трехмерная унимоду-
лярная группа Ли с алгеброй Ли g, 〈·, ·〉 — про-
извольное скалярное произведение в g, соответ-
ствующее некоторой левоинвариантной римано-

75



МАТЕМАТИКА

вой метрике на группе Ли G. Тогда в g суще-
ствует ортонормированный базис (базис Милно-
ра) {e1, e2, e3} такой, что:

[e1, e2] = λ3e3, [e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2,

λi ∈ R — структурные константы алгебры Ли g,
i = 1, 2, 3.

Теорема 2. Пусть G — трехмерная неунимо-
дулярная группа Ли с алгеброй Ли g, 〈·, ·〉 — про-
извольное скалярное произведение в g, соответ-
ствующее некоторой левоинвариантной римано-
вой метрике на группе Ли G. Тогда в g существует
ортонормированный базис {e1, e2, e3} (базис Мил-
нора) такой, что:

[e1, e2] = αe2 + βe3, [e1, e3] = γe2 + δe3, [e2, e3] = 0,

α, β, γ, δ — структурные константы алгебры Ли g.
В случае трехмерных метрических групп Ли

с левоинвариантной лоренцевой метрикой анало-
гичные базисы построены в работе [2].

Однако доказательство этих теорем жестко
привязано к размерности 3. В случае произволь-
ной размерности результаты работы [3] дают спо-
соб получения аналогов базисов Милнора.

1. Обобщенные базисы Милнора.
Пусть G — n-мерная группа Ли с левоинвари-
антной римановой метрикой; g — ее алгебра Ли;

а ˜M — множество левоинвариантных метрик
на G. Его можно отождествить с множеством
скалярных произведений в g (см. например: [3]).

Приведем лемму из [3].
Лемма 1.

˜M ∼= GLn(R)/O(n).

Пусть M — множество классов эквивалентно-

сти ˜M по отношению изометрии метрик, BM —

множество классов эквивалентности ˜M по отно-
шению изометрии метрик c точностью до умно-
жения на константу.

Основным инструментом построения обобщен-
ных базисов Милнора будет следующая теорема,
доказанная в [3].

Теорема 3. Пусть g — алгебра Ли, 〈·, ·〉0 — ска-
лярное произведение в g, {e1, ..., en} — ортонор-
мированный базис алгебры относительно данного
скалярного произведения, U — множество пред-
ставителей BM.

Тогда для любого скалярного произведения
〈·, ·〉 в алгебре g существуют константа λ > 0, ав-
томорфизм φ ∈ Aut(g) и представитель g ∈ U та-
кие, что базис

{φge1, ..., φgen}
ортонормирован относительно λ · 〈·, ·〉 (обобщен-
ный базис Милнора).

Также нам потребуется хорошо известный
факт из линейной алгебры (см. например: [4]).

Лемма 2. Для произвольной матрицы
g ∈ GLn(R) существует такая ортогональная
матрица k ∈ O(n), что

gk = {aij}, i, j = 1, n,

где либо aij , либо aji равен нулю, а aii 6= 0.
Далее мы используем классификацию четы-

рехмерных вещественных алгебр Ли, получен-
ную Г.М. Мубаракзяновым в работе [5], а так-
же результаты работы [6], в которой приведе-
ны группы автоморфизмов четырехмерных веще-
ственных алгебр Ли.

2. Пример. Рассмотрим пример построе-
ния обобщенного базиса Милнора на унимодуляр-
ной алгебре Ли A3,1 ⊕A1. Ее ненулевые коммута-
торы имеют вид:

[e2; e3] = e1,

где e1, e2, e3 ∈ A3,1, а dimA1 = 1.
Мы будем использовать следующий известный

результат, доказанный в [7].
Теорема 4. Для алгебры Ли A3,1 ⊕ A1

dimBM = 0.
Для построения обобщенного базиса Милнора

для алгебры A3,1⊕A1 нам потребуется следующая
лемма.

Лемма 3. Для алгебры Ли A3,1 ⊕ A1 выпол-
няется

M ∼= {[diag(a, 1, 1, 1).〈, 〉0] | a > 0}.

Доказательство. По теореме 4 для алгебры
A3,1 ⊕A1 dimBM = 0, а значит, коммутационные
соотношения зависят от одного параметра. Пусть
[〈, 〉] ∈ M — класс изометрий 〈, 〉, а 〈, 〉0 — скаляр-
ное произведение, в котором базис {ei} ортонор-
мирован. Значит, существует g ∈ GL4(R) такой,
что 〈, 〉 = g.〈, 〉0. Тогда нам надо показать что

∃a > 0: [g.〈, 〉0] = [diag(a, 1, 1, 1).〈, 〉0],

g.〈·, ·〉 = 〈g−1·, g−1·〉 — действие GLn(R) на ˜M.
По теореме 3 это эквивалентно тому, что

∃a > 0: diag(a, 1, 1, 1) ∈ Aut(A3,1 ⊕A1)gO(4).

Так как g ∈ GL4(R), то по лемме 2 существует
такое k ∈ O(4), что

gk =









a11 a12 a13 a14
0 a22 a23 0
0 0 a33 0
0 a42 a43 a44









,

причем 0 6= det(gk) = a11a22a33a44.
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Группа автоморфизмов алгебры A3,1⊕A1 име-
ет вид [6]:

Aut(A3,1 ⊕A1) =























m23
23 α12 α13 α14

0 α22 α23 0
0 α32 α33 0
0 α42 α43 α44























,

где m23
23 = α22α33 − α23α32 и определитель матри-

цы не равен нулю.
Пусть

φ :=









α4α6 α1 α2 α3

0 α4 α5 0
0 0 α6 0
0 α7 α8 α9









∈ Aut(A3,1 ⊕A1), где

α1 =
−a12a44 + a14a42

(a22)2a33a44
,

α2 =
a12a23a44 − a13a22a44 + a14a22a43 − a14a23a42

(a22)2(a33)2a44
,

α3 = − a14
a22a33a44

, α4 =
1

a22
, α5 = − a23

a22a33
,

α6 =
1

a33
, α7 = − a42

a22a44
,

α8 =
−a22a43 + a23a+ 42

a22a33a44
, α9 =

1

a44
.

Тогда

φgk =











a11
a22a33

0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1











, где a11 6= 0.

Сделав замену
a11

a22a33
= a

и домножая, в случае необходимости, справа
на diag(−1, 1, 1, 1) ∈ O(4), получим

hgk =









a 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









, где a > 0.

Теорема 5. Для произвольного скалярного
произведения 〈·, ·〉 на алгебре Ли A3,1 ⊕A1 су-
ществует 〈·, ·〉 — ортонормированный базис {xi},
в котором ненулевые структурные константы име-
ют следующий вид:

C1
2,3 = a, где a > 0.

Доказательство. По лемме 3 для алгебры Ли
A3,1 ⊕A1 имеем

M ∼= {[g.〈, 〉0] | a > 0}, где g = diag(a, 1, 1, 1).

По теореме 3 базис, полученный из {ei} мат-
рицей перехода g−1 = diag(1/a, 1, 1, 1), будет орто-
нормированным. Искомый базис будет иметь вид:

x1 =
1

a
e1, x2 = e2, x3 = e3, x4 = e4.

Ненулевые структурные константы в этом ба-
зисе будут иметь вид:

C1
2,3 = a, где a > 0.

3. Применение обобщенных базисов
Милнора. В качестве примера применения тео-
ремы 5 получим спектры операторов Риччи, одно-
мерной и секционной кривизн скалярных произве-
дений на алгебре A3,1⊕A1. Необходимые сведения
о рассматриваемых операторах кривизны приве-
дены, например, в [8].

Теорема 6. Спектр оператора Риччи в базисе
теоремы 5 для алгебры A3,1 ⊕A1 имеет вид:

{

−a2

2
,−a2

2
, 0,

a2

2

}

.

Спектр оператора одномерной кривизны в ба-
зисе теоремы 5 для алгебры A3,1 ⊕A1 имеет вид:

{

−5a2

24
,−5a2

24
,
a2

24
,
7a2

24

}

.

Спектр оператора секционной кривизны в ба-
зисе теоремы 5 для алгебры A3,1 ⊕A1 имеет вид:

{

−3a2

4
, 0, 0, 0,

a2

4
,
a2

4

}

.

Доказательство. В базисе теоремы 5 ха-
рактеристический многочлен матрицы оператора
Риччи имеет следующий вид:

P (x) = −1

8
(a2 − 2x)(a2 + 2x)2x.

Характеристический многочлен матрицы опе-
ратора одномерной кривизны имеет следующий
вид:

Q(x) = (x− 7a2

24
)(x+

5a2

24
)2(x− a2

24
).

Характеристический многочлен матрицы опе-
ратора секционной кривизны имеет вид

R(x) =
1

64
x3(3a2 + 4x)(a2 − 4x)2,

что завершает доказательство теоремы.
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Таблица 1
Обобщенные базисы Милнора

Алгебра Ли Ненулевые структурные константы

4A1

A2 ⊕ 2A1 C1
1,2 = a, C4

1,2 = b, где a > 0.

A3,1 ⊕A1 C1
2,3 = a, где a > 0.

A3,3 ⊕A1 C1
1,3 = C2

2,3 = a, C1
3,4 = b, где a > 0.

A3,4 ⊕A1 C1
1,3 = −C2

2,3 = a, C1
2,3 = c, C1

3,4 = d, C2
3,4 = b, где a > 0.

A4,1 C1
2,4 = a, C1

3,4 = b, C2
3,4 = c, где a > 0, c > 0.

Aβ
4,2, β 6= 0 C1

1,4 = aβ, C1
2,4 = (1− β)ad, C2

2,4 = C3
3,4 = a, C1

3,4 = ((1− β)e + d)ac, C2
3,4 = ac,

где a > 0, c > 0.

A1,1
4,5 C1

1,4 = C1
2,4 = C1

3,4 = a, где a > 0.

A4,8 C1
2,3 = a, C1

2,4 = b, C2
2,4 = −C3

3,4 = c, C1
3,4 = d, C2

3,4 = e, где a > 0, c > 0.

Как следствие теоремы 6 получаем теорему,
доказанную А.Г. Кремлевым и Ю.Г. Никоноро-
вым в [9].

Теорема 7. В качестве сигнатуры операто-
ров Риччи скалярных произведений на алгеб-
ре Ли A3,1 ⊕ A1 реализуется только сигнатура
(−,−, 0,+).

4. Обобщенные базисы Милнора неко-
торых четырехмерных метрических алгебр
Ли. В приведенной выше таблице 1 содержат-
ся структурные константы обобщенных базисов
Милнора для некоторых четырехмерных метри-
ческих алгебр Ли, построенных авторами.
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