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Впервые уравнение неориентируемой поверх-
ности, открытой Мебиусом, было получено Маш-
ке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса рав-
на нулю, то он называется плоским. Библиогра-
фия работ на эту тему дана в [2]. В [3–5] строятся
пересекающиеся листы Мебиуса, указано разреза-
ние бутылки Клейна на два листа Мебиуса.

Рассмотрим линейчатую поверхность M [6,
с. 102]:

r(u, v) = s(v) + ul(v), (1)

где s = s(v) – 2π-периодическая, а l = l(v) – 2π-
антипериодическая вектор-функции.

Когда точка кривой s = s(v) завершит полный
оборот, то прямая L = (s(v), l(v)) сменит направ-
ление на противоположное.

Рассмотрим вектор нормали n = [s′(v), l(v)]
вдоль линии s = s(v). Если n 6= 0, то n = n(v)
сменит направление на противоположное, когда
точка кривой s = s(v) завершит полный оборот.
Поверхность M в этом случае есть односторон-
няя.

Формула (1) при v ∈ [0, 2π], u ∈ [−1, 1] зада-
ет лист Мебиуса, а кривая s = s(v) есть средняя
линия листа Мебиуса.

Линейчатая поверхность (1) имеет нулевую
гауссову кривизну, если [6, с. 103].

(s(v)′, l(v), l(v)′) = 0, (2)

где (, , ) – смешанное произведение трех векторов.
Поверхность в этом случае либо плоскость, ли-

бо образующие параллельны некоторой прямой и
поверхность есть цилиндрическая, либо образую-
щие проходят через неподвижную точку и поверх-
ность является конической, либо образована ка-
сательнами к пространственной кривой — ребру
возврата. В последнем случае поверхность назы-
вается торсом, а точки ребра возврата — фокаль-
ными точками.

Плоский лист Мебиуса не может быть ни ко-
нусом, ни цилиндром [2]. Лист Мебиуса с краем
называют также лентой Мебиуса.

Определим фокальную кривую и торс, на ко-
тором расположена лента Мебиуса.

Так как [s′(v), l(v)] 6= 0, то из (2) имеем

l′(v) = f(v)s′(v) + µ(v)l(v), (3)

где f(v) – 2π- антипериодическая функция, а
µ(v) – 2π-периодическая функция.

Пусть F (v) = s(v) + t(v)l(v) — точка образую-
щей.

Имеем

F ′(v) = s′(v)(1 + t(v)f(v)) + (t′(v) + t(v)µ(v))l(v).
(4)

Требуем, чтобы F ′(v)||l(v), т.е. поверхность об-
разована касательными к кривой F = F (v).

Получим t(v) = − 1
f(v) .

Тогда фокальная линия

F (v) = s(v)−
1

f(v)
l(v) (5)

есть ребро возврата торса.
Так как f(v), ( 1

f(v) )
′ + 1

f(v)µ(v) – 2π-антипе-

риодические функции, то имеет место следующее
утверждение. Фокальная кривая листа Мебиуса

имеет асимптоты и особые точки.

Наиболее простые листы Мебиуса получают-
ся, если средняя линия расположена на цилин-
дре s(v) = (cos(v), sin(v), g(v)), где g(v) – 2π-
периодическая функция, а

l′(v) = f(v)s′(v). (6)

Имеем

F ′(v) = s′(v) −
1

f(v)
l′(v)− (

1

f(v)
)′l(v). (7)
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Формула (7) примет вид

F ′(v) = −(
1

f(v)
)′l(v). (8)

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. В качестве примера исследуем

фокальную кривую плоского листа Мебиуса, рас-
смотренного И.Х. Сабитовым в работе [2]. Для
этой поверхности

s(v) = (cos(v), sin(v), cos(v)siv(v)), f(v) = sin(
v

2
).

(9)
Для определения вектора l(v) = (l1(v), l2(v),

l3(v)) имеем систему

l′1(v) = −sin(
v

2
)sin(v), l′2(v) = sin(

v

2
)cos(v),

l′3(v) = sin(
v

2
)cos(2v).

Решая эту систему, получим

l(v) = (
1

3
sin(

3v

2
)− sin(

v

2
), cos(

v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
),

1

3
cos(

3v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)). (10)

Уравнения плоского листа примут вид

x = cos(v) + u(
1

3
sin(

3v

2
)− sin(

v

2
)),

y = sin(v) + u(cos(
v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
)),

z = sin(v)cos(v) + u(
1

3
cos(

3v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)).

Используя математический пакет, построим
эту поверхность (рис. 1), полагая v ∈ [0, 2π], u ∈
[− 1

2 ,
1
2 ]. Обозначим его: лента Мебиуса 1.

Плоская лента Мебиуса расположена на торсе
[2]. Исследуем ребро возврата этого торса.

Для плоской ленты 1 линия

F (v) = s(v)−
1

sin(v2 )
l(v) (11)

есть фокальная линия торса.
Имеем

F (v)′ = −(
1

sin(v2 )
)′l(v). (12)

Кривая F (v) = s(v)− 1
sin( v

2
) l(v) на промежутке

[0, 2π] имеет асимптоты при v = 0, v = 2π.
Так как F (v)′ = 0 при v = π, то на этом проме-

жутке при v = π гладкость кривой нарушается.
Поэтому будем рассматривать кривую, пола-

гая v ∈ (0, 2π).

Запишем уравнения, определяющие фокаль-
ную кривую, и построим ее (рис. 2).

x = cos(v) −
1

sin(v2 )
(
1

3
sin(

3v

2
)− sin(

v

2
)),

y = sin(v)−
1

sin(v2 )
(cos(

v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
)),

z = sin(v)cos(v)−

1

sin(v2 )
(
1

3
cos(

3v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)). (13)

Запишем уравнение торса, образованного ка-
сательными к фокальной кривой (рис. 2).

Имеем

x = cos(v) + (u−
1

sin(v2 )
)(
1

3
sin(

3v

2
)− sin(

v

2
)),

y = sin(v) + (u −
1

sin(v2 )
)(cos(

v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
)),

z = sin(v)cos(v)+

(u−
1

sin(v2 )
)(
1

3
cos(

3v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)). (14)

Торс будем строить на промежутках v ∈
[1/10, 2π − 1/10], u ∈ [−2, 2]; v ∈ [π/4, π − π/4, u ∈
[0, 2]; v ∈ [π/4, π − π/4, u ∈ [0, 2] и совмещать с
лентой Мебиуса (рис. 2, 3).

Пример 2. Рассмотрим плоский
лист Мебиуса с линией центров s(v) =
(cos(v), sin(v), 1

2cos(2v)), что у ленты Меби-

уса 1 и функцией f(v) = sin(kv2 ), где k – нечетное
число k ≥ 3.

Вектор l(v) = (l1(v), l2(v), l3(v)) определится из
системы

l1(v)
′ = −sin(

kv

2
)sin(v), l2(v)

′ = sin(
kv

2
)cos(v),

l3(v)
′ = sin(

kv

2
)cos(2v).

Решение этой системы имеет вид

l1(v) =
1

2
(
−sin((k2 − 1)v)

k
2 − 1

+
sin((k2 + 1)v))

k
2 + 1

),

l2(v) =
1

2
(
−cos((k2 + 1)v)

k
2 + 1

−
cos((k2 − 1)v)

k
2 − 1

),

l3(v) =
1

2
(
−cos((k2 + 2)v)

k
2 + 2

−
cos((k2 − 2)v)

k
2 − 2

).

Построим плоский лист Мебиуса при k = 3
с теми же параметрами v ∈ [0, 2π], u ∈ [− 1

2 ,
1
2 ],

что у ленты Мебиуса 1. Обозначим его: лента Ме-
биуса 2 (рис. 4). Определим фокальную кривую
F (v) = s(v) − 1

sin( 3v
2
)
l(v) для ленты Мебиуса 2

на промежутке [0, 2π]. Она имеет асимптоты при
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Рис. 1. Лента Мебиуса 1 и средняя линия ленты Мубиуса 1 на цилиндре

Рис. 2. Фокальная кривая ленты Мебиуса 1 и торс v ∈ [1/10, 2π − 1/10]

v = 0, v = 2π/3, v = 4π/3, v = 2π и три особые
точки v = π/3, π, 5π/3.

Уравнения фокальной кривой для ленты Ме-
биуса 2 имеют вид

x = cos(v)−
1

sin(3v2 )

1

2
(
−sin((32 − 1)v)

3
2 − 1

+

+
sin((32 + 1)v))

3
2 + 1

),

y = sin(v)−
1

sin(3v2 )

1

2
(
−cos((32 + 1)v)

3
2 + 1

−

−
cos((32 − 1)v))

3
2 − 1

),

z = sin(v)cos(v)−
1

sin(3v2 )

1

2
(
−cos((32 + 2)v)

3
2 + 2

−

−
cos((32 − 2)v)

3
2 − 2

).

Уравнения торса для ленты Мебиуса 2 имеют
вид:

x = cos(v) + (u −
1

sin(3v2 )
)
1

2
(
−sin((32 − 1)v)

3
2 − 1

+

+
sin((32 + 1)v))

3
2 + 1

),

y = sin(v) + (u−
1

sin(3v2 )
)
1

2
(
−cos((32 + 1)v)

3
2 + 1

−

−
cos((32 − 1)v)

3
2 − 1

),

z = sin(v)cos(v)+(u−
1

sin(3v2 )
)
1

2
(
−cos((32 + 2)v)

3
2 + 2

−

−
cos((32 − 2)v)

3
2 − 2

).

Построим фокальную кривую (рис. 4)на про-
межутке v = [π/3−1/10, π/3+1/10], и торс (рис. 5,
6 ) на промежутках v ∈ [1/3, 2π/3−1/3], v ∈ 2π/3+
1/3, 4π/3−1/3], v ∈ [4π/3+1/3, 2π−1/3], u= [0, 3].

Пример 3. Рассмотрим плоский лист Мебиуса
с линией центров s(v) = (cos(v), sin(v), 1

3sin(3v))
и функцией f(v) = sin(v2 ), что у листа 1, с пара-
метрами v ∈ [0, 2π], u ∈ [− 1

4 ,
1
4 ].

Вектор l(v) = (l1(v), l2(v), l3(v)) определится из
системы

l1(v)
′ = −sin(

v

2
)sin(v),

l2(v)
′ = sin(

v

2
)cos(v),

l3(v)
′ = sin(

v

2
)cos(3v).

Решение этой системы имеет вид

l1(v) = −sin(
v

2
) +

1

3
sin(

3v

2
),
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Рис. 3. Лента Мебиуса 1 и торс v ∈ [π/4, π − π/4], v ∈ [π + π/4, 2π − π/4]

Рис. 4. Лента Мебиуса 2 и фокальная кривая, v ∈ [π/3− 1/10, π/3 + 1/10]

l2(v) = cos(
v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
),

l3(v) =
1

7
cos(

7v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
).

Построим плоский лист Мебиуса и среднюю
линию. Обозначим: лента Мебиуса 3. Лента Ме-
биуса 3 и ее средняя линия 3 имеют вид (рис. 6).

Для рассматриваемой поверхности линия

F (v) = s(v)−
1

sin(v2 )
l(v) (15)

есть фокальная линия торса.
Имеем

F (v)′ = −(
1

sin(v2 )
)′l(v). (16)

Кривая F (v) = s(v)− 1
sin( v

2
) l(v) на промежутке

[0, 2π] имеет асимптоты при v = 0, v = 2π.
Так как F (v)′ = 0 при v = π, то на этом проме-

жутке при v = π гладкость кривой нарушается.
Запишем уравнения, определяющие фокаль-

ную кривую.

x = cos(v)−
1

sin(v2 )
(−sin(

v

2
) +

1

3
sin(

3v

2
)),

y = sin(v)−
1

sin(v2 )
(cos(

v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
)),

z =
1

3
sin(3v)−

−
1

sin(v2 )
(
1

7
cos(

7v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)). (17)

Запишем уравнение торса, образованного ка-
сательными к фокальной кривой.

Имеем

x = cos(v) + (u−
1

sin(v2 )
)(−sin(

v

2
) +

1

3
sin(

3v

2
)),

y = sin(v) + (u −
1

sin(v2 )
)(cos(

v

2
)−

1

3
cos(

3v

2
)),

z =
1

3
sin(3v)+

+(u−
1

sin(v2 )
)(
1

7
cos(

7v

2
)−

1

5
cos(

5v

2
)). (18)
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Рис. 5. Торс. Лента Мебиуса 2 и торс v = [π/3, 2π/3− 1/3]

Рис. 6. Средняя линия ленты Мебиуса 3 на цилиндре. Лента Мебиуса 3

Рис. 7. Торс v ∈ [1, π − 1], u ∈ [0, 2],v ∈ [π, π + 2], u ∈ [0, 2]

Рис. 8. Лента Мебиуса 3 и торс v ∈ [1, π − 1], u ∈ [0, 2], v ∈ [π, π + 2], u ∈ [0, 2]
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Построим торс для ленты Мебиуса 3 на интер-
валах v ∈ (1, π − 1), u ∈ (0, 2), v ∈ (π, π + 2), u ∈
[0, 2] (рис. 7).

Совместим торс с лентой Мебиуса 3 (рис. 8).
Замечаем, что лента Мебиуса 3 есть перекру-

ченный плоский лист Мебиуса.
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