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Введение. Рассматривается движение под-
земных вод в межмерзлотном водоносном гори-
зонте, который соприкасается с промерзшим пес-
чаным грунтом. В процессе оттаивания грунта и
при достижении определенной величины скорости
фильтрации происходит вынос частиц грунта из
области течения и образование подземных поло-
стей. В результате увеличения и достижения кри-
тических размеров этих полостей происходит об-
рушение свода многолетнемерзлых пород. На по-
верхности грунта формируются провальные фор-
мы рельефа (суффозионные воронки) [1–4].

Математическая постановка задачи связана с
изучением фильтрационных течений [5–7], про-
цессов суффозии [8–13] и обрушения грунта [14–
16]. Особенностью задачи является наличие зара-
нее неизвестных границ, которые определяются
из решения задачи Стефана.

1. Упругие мерзлые породы. На любом
непрерывном движении сплошной среды, описы-
ваемой интегральными законами сохранения мас-
сы, импульса и энергии, существуют непрерыв-
но дифференцируемые поля симметричного тен-
зора напряжений P и вектора потока тепла ~q, с
которыми интегральные законы сохранения рав-
носильны системе дифференциальных уравнений,
справедливых для любой точки (~x, t) ∈ W , где
W = { (~x, t)|t ∈ τ, ~x ∈ Ωt} ⊂ R4(~x, t) четырех-
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мерное пространство [17, 18]:

ρt+~v ·∇ρ+ρ∇·~v = 0, ρ(~vt+(~v ·∇)~v) = divP+ρ~f,

ρ(Ut + ~v · ∇U) = P : D + div(æ∇θ) + ρr, (1)

где ρ – плотность; ~v – скорость; U – удельная
внутренняя энергия; θ – абсолютная температу-

ра; D = 1
2

(

∂~v
∂~x +

(

∂~v
∂~x

)∗
)

– тензор скоростей де-

формации; æ – коэффициент теплопроводности;
r – источник тепла; (x, t) – переменные Эйле-
ра. При этом вектор напряжения, действующе-
го на площадку с нормалью ~n, дается формулой
~pn = P < ~n >, а плотность потока тепла через
такую площадку – формулой qn = ~q · ~n.

Для упругого тела удобным является лагран-
жево описание: фиксируется некоторое положение
Ω0 среды в момент t0 и рассматривается ее пе-
реход в положение Ωt в момент времени t > t0.
Лагранжевы переменные (ξ, t) вводятся как ре-

шение задачи xt = ~v(~x, t), ~x|t=t0 = ~ξ. Вводится

вектор перемещения ~ω = ~x − ~ξ, тензор дисторсии
T = I + ∂~ω

∂~ξ
, лагранжев и эйлеров тензора дефор-

мации: 2ε̂ = T ∗ · T − I, 2ε = I − T ∗−1 · T−1. Сво-
бодная энергия F (ε̂, θ) = U − θS и коэффициент
теплопроводности æ(ε̂, θ) являются изотропными
тензорами тензора ε̂, энтропия S = −∂F

∂θ . В ли-
нейном варианте теории величины θ−θ0, T−I ма-
лы (θ0 – температура естественного состояния), и
в силу соотношения P = ρ∂F

∂ε для тензора напря-
жений скелета мерзлого грунта P si принимается
закон Дюамеля–Неймана

P si = (−γ(θ−θ0)+λI1(ε))I+2µε, 2ε =
∂~ω

∂~x
+

(

∂~ω

∂~x

)∗

,
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где γ, λ, µ – постоянные коэффициенты;
I1(ε) = div~ω.

В рассматриваемом случае мерзлый грунт есть
пористая среда с пористостью m. Поэтому в урав-
нениях (1) в качестве ρ берется приведенная плот-
ность скелета ρs = (1 − m)ρ0s, где ρ0s – истинная
плотность скелета грунта. Уравнение энергии (1)
можно переписать в виде

ρs[Cε(θt+~v ·∇θ)+(γθ0+λ∇~ω)(∇ ~ωt+~v ·∇(∇·~ω))]+

+2µε : D = P : D +∇ · (æ∇θ) + ρsr, (2)

где Cε = −θFθθ – коэффициент теплоемкости при
постоянной деформации. В качестве тензора на-
пряжений P естественно принять P = (1−m)P si+
mP i, где P s – тензор напряжений твердого ске-
лета; P i – тензор напряжений среды, заполняю-
щей поровое пространство (лед или воздух и лед).
Система уравнений (1), (2) описывает движение
мерзлого грунта в областях Ω1, Ω3 (рис.).

Схематическое движение подземных вод в условиях
мерзлого грунта. Ω1 – мерзлый грунт с температурой
θ ≈ −0, 2 Co, Ω2 – область фильтрации талого грунта;
θ ≈ +0, 2 Co, Ω3 – мерзлый грунт с температурой
θ ≈ −0, 2Co; Ω4 – талый грунт с температурой
θ ≈ 0 Co

В области Ω2 движения грунтовых вод, имею-
щих положительную температуру, в общем случае
присутствуют, помимо скелета, подвижные твер-
дые частицы грунта и воздух. Система уравне-
ний трехфазной фильтрации состоит из обобщен-
ного закона Дарси для каждой из фаз, уравнений
неразрывности фаз и условий капиллярного рав-
новесия [19]

~ui − ~us = −k
fi(s1, s2)

µi
∇pi, i = 1, 2, 3,

(mρ0i si)t +∇(ρ0i ~ui) = 0,

3
∑

i=1

si = 1,

p3 − p1 = P1(s1, s2), p2 − p3 = P2(s1, s2).

Здесь k – проницаемость; m – пористость; si – на-
сыщенность (доля пор, занятых фазой); µi – вяз-
кость; fi – относительная фазовая проницаемость;

Pi – давление; ~ui – скорость фильтрации i-й фазы;
~us – скорость скелета; Pf – капиллярное давление;
ρ0i = ρ0i (pi, θi) – истинные плотности фаз.

Уравнения сохранения энергии имеют вид [20]

ci(msiθit + ~ui · ∇θi) = ∇ · (mλisi∇θi)− ci ~ui · εi∇pi,

где ci – теплоемкость i-й фазы при постоянном
давлении; λi – коэффициент теплопроводности;
εi – коэффициент дросселирования.

Давление фильтрующихся фаз определяется
как среднее:

pf = −

3
∑

i=1

sipi, P f = pfI.

2. Фазовый переход. Пусть ρ0, ~v0, ~ω0, θ0,
P0, ε0 – соответственно плотность, скорость, пе-
ремещение, температура, тензоры напряжений и
деформаций мерзлого грунта, удовлетворяющие
уравнениям (1), (2). Граница Γ между мерзлым
грунтом и областью подземных вод определяется
фазовой диаграммой мерзлого грунта θ0 = θ∗(p0),
p0 = 1

3 trP0. На фазовой поверхности непрерывны
перемещения, скорости, температуры: ~ω0 = ~ω,
~v0 = ~v = ~u, θ0 = θ = θi. Из сохранения
массы, импульса и энергии на фазовой границе
Γ = {(~x, t)|h(~x, t) = 0} следуют соотношения
[20, 21]

ρ0(~v0n −Dn) = (1 −m)ρs(vn −Dn)+

+

3
∑

i=1

msiρ
0
i (uin −Dn),

P0 < ~n > −(1−m)P si < ~n > −mP f < ~n >= 0,

æ0
∂θ0

∂n
= æ

∂θ

∂n
,

где ~n = ∇h
|∇h| – внешняя (в сторону Ω2) нормаль к

поверхности Γ; vn = ~v ·~n, ∂θ
∂n = ~n·∇θ, Dn = − ht

~n·∇h .

3. Суффозия. Явление выноса мелких ча-
стиц породы в процессе фильтрации жидкости на-
зывается суффозией.

В серии работ о промачивании суффозионных
грунтов [8, 9] используется балансовая изотер-
мическая модель процесса совместного движения
воды и так называемых неструктурных частиц.
Существенно используется понятие критической
скорости фильтрации.

В работах о моделировании внутренней эрозии
[10, 11] пористая среда рассматривается как упо-
рядоченная структура. Вводится понятие эрози-
онного потока, который определяется через каса-
тельное критическое напряжение. В основе моде-
лирования лежит метод гомогенизации.

При практическом подходе проводятся лабо-
раторные испытания грунтов на суффозионную
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устойчивость [12], выделяются основные принци-
пы оценки суффозионной устойчивости грунтов и
необходимые условия возникновения суффозии.

В модели суффозии как многофазной сре-
ды [13] исследуется объем V сплошной среды, в
котором выделяются три области: неподвижный
грунт, вода, подвижные частицы грунта (область
суффозионного потока), обладающие скоростью
~v1 = 0, ~v2 = −kf(▽p+ρ~g) и ~v3 = λ~v2 ; λ ∈ (0, 1), kf
коэффициент фильтрации соответственно. Вво-
дится пористость φ = VV

V , где VV – объем, зани-
маемый суффозионным потоком, и концентрация
c =

Vfs

Vff+Vfs

, где Vff – объем, занимаемый жидко-

стью; Vfs – объем, занимаемый подвижными ча-
стицами грунта.

Приведенные плотности для каждой области
записываются следующим образом: ρ1 = (1−φ)ρs,
ρ2 = (1− c)φρs, ρ3 = cφρs, где ρf и ρs – истинные
плотности жидкой и твердой фаз соответствен-
но. Общая плотность ρ является суммой плотно-
стей. Суффозионный поток ṁ определяется сле-
дующим образом: ∂φ

∂t = ṁ
ρs

.
Причем

ṁ =

{

αρs(1− φ)cφ|~v2 − ~vk|, |~v2| ≥ |~vk|;
0, |~v2| < |~vk|.

где ~vk – критическая скорость (заданное значе-
ние). В результате приходим к следующей модели
относительно неизвестных φ, c, j(1), p:

∂

∂t
((1− φ)ρs) = j(1),

∂

∂t
((1 − c)φρf )− div((1 − c)ρfkf (▽p+ ρ~g)) = 0,

∂

∂t
(cφρs)− div(cρsλkf (▽p+ ρ~g)) = −j(1),

j(1) = −ṁ,

где j(1) – интенсивность перехода неподвижного
грунта в область суффозии; p – давление.

4. Обрушение. Существует множество ин-
женерных подходов моделирования деформации
грунтов с подземными полостями [14]. В одном из
таких подходов грунт рассматривается как упру-
гая среда [15, 16].

Предполагается, что полость расположена го-
ризонтально на глубине H от поверхности земли
и имеет круглое сечение. Задача сводится к рас-
смотрению упругой пластины, имеющей круглый
вырез радиуса R0 и подверженной равномерному
сжатию. Для рассматриваемой задачи в полярной
системе координат уравнения равновесия и сов-
местности имеют вид [17]:

∂σr

∂r
+

1

r

∂τrθ

∂θ
+

σr − σθ

r
+R = 0, (3)

1

r

∂σθ

∂θ
+

∂τrθ

∂r
+

2τrθ
r

+ S = 0; (4)

(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

(σr + σθ) = 0, (5)

где

εr =
∂u1

∂r
, εθ =

u1

r
+

∂u2

r∂θ
,

γrθ =
∂u1

r∂θ
+

∂u2

∂r
−

u2

r
, (6)

εr =
1

E
(σr − νσθ), εθ =

1

E
(σθ − νσr),

γrθ =
1

G
τrθ. (7)

Граничные условия берутся в виде

(σr)r=R0
= 0, (σr)r=H = −γH. (8)

где σr, σθ, τrθ – соответственно нормальная ком-
понента напряжения в радиальном направлении,
нормальная компонента в окружном направлении
и касательная компонента напряжения; εθ, εr – де-
формации в окружном и радиальном направлени-
ях; E – модуль Юнга; ν – коэффициент Пуассона;
S и R – компоненты объемной силы в кольцевом
и радиальном направлениях.

При симметричном относительно начала коор-
динат распределении напряжений можно считать
S = R = 0, τrθ = 0, а σθ и σr зависящими только
от r. Из (3)–(5) следует:

σr =
A

r2
+ 2C, σθ = −

A

r2
+ 2C, τrθ = 0,

где постоянные A = −R2
0H

3γ/(H2 − R2
0) и C =

H3γ/(H2−R2
0) определяются из граничных усло-

вий (8). Используя (7) и (6), легко найдем пере-
мещение u(u1, u2)

u =

(

−
A

Er
(ν + 1) +

Cr

E
(1− ν), 0

)

.

Последнее соотношение можно применять для
оценки объема суффозионной воронки, образо-
вавшейся в результате «исчезновения» полости.
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