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Введение. Исследование римановых многооб-
разий с конформно (полу)плоской римановой мет-
рикой, т.е. римановых многообразий, у которых
тривиален тензор Вейля или часть его компонент,
является актуальной задачей римановой геомет-
рии в целом. Это обусловлено последними резуль-
татами по конформно (полу)плоским римановым
многообразиям с метрикой Эйнштейна [1].

Спектры дифференциальных операторов на
римановых многообразиях интенсивно изучаются
в последнее время. В этом направлении извест-
ны работы М. Каца, К. Гордон, В.Н. Берестов-
ского, В.А. Шарафутдинова и др. (см. подроб-
нее: [2–4]). В частности, известны исследования по
теме: «Как услышать форму барабана?» или на-
сколько однозначно можно восстановить римано-
ву метрику многообразия по спектру дифферен-
циального оператора.

1. Обозначения и факты. Пусть
(M, g) – ориентированное риманово многообразие
размерности n; X , Y , Z, V – векторные поля на
M . Обозначим через ∇ связность Леви-Чивита и
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ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры ин-
новационной России» на 2009–2013 гг. (гос. контракт
№02.740.11.0457) и гранта ФЦПК (Соглашение № 8206, за-
явка № 2012-1.1-12-000-1003-014), программы стратегиче-
ского развития ФГБОУ ВПО «Алтайский государствен-
ный университет» на 2012–2016 годы «Развитие Алтайско-
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нов Сибири».

через R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z – тензор
кривизны Римана. Тензор Риччи r и скаляр-
ную кривизну s определим соответственно как
r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ) и s = tr(r). Разде-
лим тензор кривизны R на метрический тензор
g в смысле произведения Кулкарни-Номидзу [1],
получим тензор Вейля W и тензор одномерной
кривизны A:

R = W +A∧©g, (1)

где (A∧©g)(X,Y, Z, V ) = A(X,Z)g(Y, V ) +
A(Y, V )g(X,Z)−A(X,V )g(Y, Z)− g(Y, Z)P (X,V )
и

A =
1

n− 2

(

r −
sg

2(n− 1)

)

, (2)

или в координатном виде

Aij =
1

n− 2

(

rij −
sgij

2(n− 1)

)

. (3)

Определение. Риманово многообразие (M, g)

называется конформно плоским, если его тензор

Вейля тривиален.

Риманова метрика g индуцирует скалярное
произведение 〈·, ·〉 в слоях пространства рассло-
ения ΛpM по правилу

〈X1 ∧ . . . ∧Xp, Y1 ∧ . . . ∧ Yp〉x = det(gx(Xi, Yj)).

Тогда для любого числа p, 0 ≤ p ≤ n опреде-
лим оператор Ходжа ∗ как единственный изомор-
физм векторных расслоений ∗ : Λp

xM → Λn−p
x M,

для которого

〈∗α, β〉 vol = α ∧ β
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для любых α, β ∈ Λp
xM, x ∈ M), где vol — форма

объема на M .
При dimM = 4 и p = 2 оператор Ходжа задает

эндоморфизм на Λ2
xM такой, что ∗2 = Id. Отсюда

Λ2
xM = Λ+

x ⊕ Λ−
x , (4)

где Λ+
x и Λ−

x обозначают соответственно собствен-
ные пространства, отвечающие собственным зна-
чениям +1 и −1 оператора ∗.

Риманову тензору кривизны R в любой точке
многообразия M можно поставить в соответствие
оператор R : Λ2

xM → Λ2
xM, определяемый равен-

ством

〈X ∧ Y,R(T ∧ V )〉x = Rx(X,Y, T, V ), (5)

где Rx(X,Y, T, V ) = gx(R(X,Y )T, V ).
Матрицу оператора кривизны R относительно

разложения (4) можно представить в блочном ви-
де [5]:

R =

(

W+ + s
12 Id Z

Zt W− + s
12 Id

)

, (6)

где W+ и W− — матрицы автодуальной и
антиавтодуальной составляющих тензора
Вейля W .

Согласно (1) можем записать

R =

(

s
12 Id Z

Zt s
12 Id

)

+

(

W+ 0
0 W−

)

, (7)

где первая матрица соответствует произведению
A∧©g, а вторая — тензору Вейля W .

Определение. Ориентируемое риманово

многообразие (M4, g) называется конформно

полуплоским, если автодуальная или антиав-

тодуальная составляющая его тензора Вейля

тривиальна.

Рассмотрим ортобазис {e1, e2, . . . , en} в неко-
торой точке x ∈ M , в котором одновременно диа-
гонализируемы оператор Риччи и оператор одно-
мерной кривизны. Он существует, так как эти опе-
раторы самосопряжены и связаны формулой (2).
Имеет место

Теорема 1. Пусть (M, g) — конформно плос-

кое риманово многообразие, т.е. W = 0. Рас-

смотрим ортобазис {e1, e2, . . . , en}, в котором

диагонализируемы операторы Риччи r и одномер-

ной кривизны A. Тогда в базисе {ei∧ej}i<j диаго-

нализируем оператор кривизны R : Λ2M → Λ2M ,

причем спектр оператора R есть {Kij}i<j, где

Kij = Kσ(ei ∧ ej).
Доказательство. Рассмотрим разложение

оператора кривизны (1) в координатном виде. То-
гда, пользуясь формулой (5), а также симметрия-
ми тензора кривизны, нетрудно видеть, что в ба-
зисе {ei∧ej}i<j матрица оператора кривизны диа-
гонализируема и по главной диагонали стоят сек-
ционные кривизны Kσ(ei ∧ ej).

Естественно, что результат теоремы 1 позволя-
ет поставить следующие вопросы.

1. Справедливо ли утверждение теоремы 1 в
случае, когда метрика не является конформно
плоской?

2. Возможно ли «услышать» секционную кри-
визну конформно плоских римановых метрик или
трехмерных римановых многообразий?

2. Спектр оператора кривизны кон-

формно (полу)плоской римановой метрики

Далее будем предполагать, что риманово много-
образие (M, g) является четырехмерным и ори-
ентированным. Тогда любой ортонормированный
базис {e1, e2, e3, e4} пространства TxM определяет
ортонормированный базис

1
√
2
(e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4),

1
√
2
(e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2),

1
√
2
(e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3)

(8)

пространства Λ±
x M (см., например: [1]).

Отметим, что в ортонормированном базисе (8)
компоненты оператора кривизны находятся по
формулам:

R11 =
1

2
(R1212 + 2R1234 +R3434),

R12 =
1

2
(R1213 +R1242 +R3413 +R3442),

R13 =
1

2
(R1214 +R1223 +R3414 +R3423),

R14 =
1

2
(R1212 −R3434),

R15 =
1

2
(R1213 −R1242 +R3413 −R3442),

R16 =
1

2
(R1214 −R1223 +R3414 −R3423),

R22 =
1

2
(R1313 − 2R1324 +R2424),

R23 =
1

2
(R1314 +R1323 +R4214 +R4223),

R24 =
1

2
(R1213 +R1242 −R3413 −R3442),

R25 =
1

2
(R1313 −R2424),

R26 =
1

2
(R1314 −R1323 +R4214 +R4223),

R33 =
1

2
(R1414 + 2R1423 +R2323),

R34 =
1

2
(R1214 +R1223 −R3414 −R3423),

R35 =
1

2
(R1314 +R1323 −R4214 −R4223),

R36 =
1

2
(R1414 −R2323),

(9)
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R44 =
1

2
(R1212 − 2R1234 +R3434),

R45 =
1

2
(R1213 −R1242 −R3413 +R3442),

R46 =
1

2
(R1214 −R1223 −R3414 +R3423),

R55 =
1

2
(R1313 + 2R1324 +R2424),

R56 =
1

2
(R1314 −R1323 −R4214 +R4223),

R66 =
1

2
(R1414 − 2R1423 +R2323).

Пусть далее M = G — группа Ли с алгеброй
Ли g. Тогда справедлива

Теорема 2. Пусть G – вещественная 4-мер-

ная группа Ли с левоинвариантной римановой

метрикой. Тогда W+ = 0 в том и только том

случае, если W = 0; W− = 0 в том и только

том случае, если выполняется одно из следую-

щих условий: либо W = 0, либо алгебра Ли груп-

пы G есть одна из алгебр таблицы 1 (см.: [6]).

Таблица 1

№ Алгебра Ли Структурные константы
алгебры Ли

1 A
β
4,9 c11,4 = 2H , c12,3 = c22,4 =

c33,4 = H > 0, β = 1

2 A
β
4,9 c11,4 = c12,3 = 2H , c22,4 =

c33,4 = H > 0, β = 1

3 A
α
4,11 c11,4 = 2Hα, c12,3 = c22,4 =

c33,4 = Hα, c32,4 = −c23,4 =
−H , H > 0, α > 0

4 A
α
4,11 c11,4 = c12,3 = 2Hα, c22,4 =

c33,4 = Hα, c32,4 = −c23,4 =
−H , H > 0, α > 0

Из данной теоремы и теоремы 1 следует
Теорема 3. Пусть g – вещественная 4-мер-

ная алгебра Ли группы Ли G с конформно полу-

плоской левоинвариантной римановой метрикой.

Тогда в базисе внешних форм (бивекторов) про-

странства Λ±
g в матрице оператора кривизны

на диагонали стоят секционные кривизны. Если,

более того, W = 0, то матрица оператора кри-

визны диагональная, и на диагонали стоят сек-

ционные кривизны.

Доказательство.

Достаточно последовательно рассмотреть
каждую алгебру Ли таблицы 1. Рассмотрим один
из типичных случаев, остальные случаи изучены
в [7].

A
β
4,9, c11,4 = c12,3 = 2H , c22,4 = c33,4 = H > 0,

β = 1.
Определяем компоненты оператора кривизны

R =

















0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −6H2 0 0 0
0 0 0 −2H2 0 0
0 0 0 0 −2H2 0
0 0 0 0 0 −2H2

















,

(10)
оператора секционной кривизны

K =









0 −H2 −H2 −4H2

−H2 0 −4H2 −H2

−H2 −4H2 0 −H2

−4H2 −H2 −H2 0









, (11)

оператора одномерной кривизны

A =









−H2 0 0 0
0 −H2 0 0
0 0 −H2 0
0 0 0 −H2









, (12)

оператора Риччи

r =









−6H2 0 0 0
0 −6H2 0 0
0 0 −6H2 0
0 0 0 −6H2









. (13)

Переходя к базису внешних форм и используя
равенства (9), (10), замечаем, что в данном случае
K12 = K34,K13 = K24,K14 = K23 и

R =

















K12 0 0 0 0 −K12

0 K13 0 0 K13 0
0 0 K14 R1423 0 0
0 0 R1423 K23 0 0
0 K13 0 0 K24 0

−K12 0 0 0 0 K34

















или

R =

















−H2 0 0 0 0 H2

0 −H2 0 0 −H2 0
0 0 −4H2 −2H2 0 0
0 0 −2H2 −4H2 0 0
0 −H2 0 0 −H2 0
H2 0 0 0 0 −H2

















.
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Доказанная теорема дает ответ на первый во-
прос: «Является ли базис из бивекторов собствен-
ным для оператора кривизны в случае, когда тен-
зор Вейля не тривиален?»

Теперь рассмотрим более подробно трехмер-
ный случай, так как в этом случае тензор Вей-
ля тривиален, и дадим ответ на второй во-
прос: «Можно ли услышать форму кривизны для
многообразий с тривиальным тензором Вейля?».
Ограничимся случаем локально однородных про-
странств.

3. Локально однородные трехмерные

римановы многообразия Следуя схеме рас-
суждений [8], нетрудно получить теорему, обоб-
щающую условия существования трехмерной
группы Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой с предписанными главными значениями опе-
ратора кривизны (см. [7]) на случай локально од-
нородных римановых многообразий.

Теорема 4. Локально однородное трехмерное

риманово многообразие (M, g) с главными зна-

чениями оператора кривизны (σ23, σ13, σ12) суще-

ствует в том и только в том случае, если числа

σij (с точностью до перестановок) удовлетворя-

ют хотя бы одному (возможно, нескольким) из

условий:

1. Два числа σij равны нулю.

2. (σ12 + σ23)(σ23 + σ31)(σ31 + σ12) > 0, или по

крайней мере два из чисел σ12+σ23, σ23+σ31, σ31+
σ12 нули.

3. σ31σ12 ≤ σ2
23 <

(

σ31+σ12

2

)2
, σ31+σ12

2 < σ23.

Доказательство. Применим теорему Секига-
вы [9] о классификации трехмерных локально од-
нородных римановых многообразий: каждое ло-
кально однородное трехмерное риманово многооб-
разие либо локально гомотетично одному из сим-
метрических пространств H3, S3, E3, H2×E1, S2×
E1, либо локально изометрично трехмерной груп-
пе Ли с левоинвариантной римановой метрикой.
Тогда утверждение теоремы сразу следует из тео-
рем (32, 33) в [7]. Условие 1 соответствует сим-
метрическим пространствам, условие 2 – унимо-
дулярному случаю, условие 3 – неунимодуляр-
ному.

Замечание. Все полученные результаты мож-
но распространить на метрики, конформно экви-
валентные левоинвариантным римановым метри-
кам на трёхмерных группах Ли.
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