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Изучаются процессы переноса в плоском слое
вязкой несжимаемой жидкости со свободными
границами в условиях действия дополнительных
касательных напряжений, вызываемых внешней
средой. Моделирование течения жидкости про-
водится на основе точных решений уравнений
Навье-Стокса с последующим применением чис-
ленных алгоритмов для нахождения поля скоро-
стей и положения свободных границ. Задача о
нахождении распределения температуры в бес-
конечном слое сводится к численному решению
уравнения переноса тепла в прямоугольной обла-
сти с подвижными границами. Исследуются раз-
личные типы «мягких» граничных условий на
«торцах» области.
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The transfer processes in a plane layer of
viscous incompressible fluid with free boundaries are
studied under conditions of action of the additional
tangential stresses on these boundaries. Modeling of
the fluid flows is carried out on the basis of the exact
solutions of the Navier-Stokes equations with use of
the numerical algorithms to find the velocity field
and position of the free boundaries. The problem
of finding of temperature distribution of fluid in
the infinite layer leads to numerical solution of
the heat transfer equation in a rectilinear domain
with movable boundaries. The different types of the
«smooth» boundary conditions on the «lateral walls»
are investigated.
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Введение. Моделирование нестационарных
течений жидкостей, заполняющих области со сво-
бодными поверхностями, предполагает учет до-
полнительных касательных напряжений на сво-
бодной границе и тщательные исследования вза-
имодействия различных механизмов, вызываю-
щих движение жидкости [1–3]. Из работ по изу-
чению неустановившихся течений плоских сло-
ев со свободными границами следует отметить
[4, 5], посвященные математическому моделиро-
ванию деформации вязкого слоя жидкости тер-
мокапиллярными силами (см. также [4–9]). Точ-
ные решения, построенные в [4, 5, 9], представля-
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ют собой частично инвариантные решения систе-
мы уравнений Навье-Стокса в бесконечных сло-
ях со свободными поверхностями, подверженны-
ми действию термокапиллярных сил. Поле ско-
ростей и давление в жидкости находятся с по-
мощью вспомогательной функции, зависящей от
времени и поперечной координаты, для нахож-
дения которой требуется численно решить зада-
чу для некоторого интегро-дифференциального
уравнения. Задача существенно усложняется, ес-
ли дополнительно требуется находить температу-
ру жидкости в бесконечном слое при деформа-
ции (растекании или разбухании) во времени [10,
11]. При этом дополнительные касательные на-
пряжений со стороны внешней среды моделиру-
ются с помощью функций, зависящих от време-
ни и продольной координаты.

В данной работе представлена общая схема
численного решения полной задачи и численный
алгоритм для исследования процесса переноса
тепла в прямоугольной области с движущими-

16



Численное моделирование переноса тепла в свободном слое...

ся «горизонтальными» границами. Данный алго-
ритм построен на основе продольно-поперечной
конечно-разностной схемы, известной как метод
переменных направлений. Представлены различ-
ные типы «мягких» граничных условий на «вер-
тикальных» границах расчетной области, явля-
ющиеся следствием уравнения переноса тепла и
условий для температуры на бесконечности. При-
ведены результаты численного исследования.

1. Постановка задачи о динамике бес-

конечного слоя вязкой, несжимаемой, теп-

лопроводной жидкости. Пусть жидкость за-
полняет бесконечный плоскопараллельный слой
Ω = {(x, z): −∞ < x < +∞, −Z(t) < z < Z(t)}. Си-
стема координат выбирается таким образом, что
ось Ох направлена вдоль свободных поверхностей
±Z(t), остающихся недеформируемыми и парал-
лельными во все моменты времени, а ось Oz —
перпендикулярно к ним. При этом n = (0,±1) —
вектор нормали, s = (1, 0) — касательный вектор
к свободной поверхности.

Искомые функции (v = (u,w) — вектор скоро-
сти, p — давление, Т — температура жидкости)
удовлетворяют системе уравнений Навье-Стокса
и переноса тепла

ut + uux + wuz = −px +
1

Re
(uxx + uzz),

wt + uwx + wwz = −pz +
1

Re
(wxx + wzz),

ux + wz = 0,

Tt + uTx + wTz =
1

RePr
(Txx + Tzz) (1)

и следующим условиям на свободных границах:

v · n = w|z=±Z(t) =
dZ

dt
, (2)

−p+
2

Re
n ·D(v)n|z=±Z(t) = −Pg, (3)

2s · D(v)n|z=±Z(t) = τ(x, t) −
Ma

RePr
Tx. (4)

На свободных границах температура T и каса-
тельные напряжения τ(x, t) — заданные функции
времени и продольных координат:

T (x,±Z(t), t) =
1

2
A(t)x2 +Θ(t),

τ(x, t) = xτ̃ (t).

(5)

Здесь A(t), Θ(t), τ̃(t) — произвольные функции,
зависящие от времени; D(v) – тензор скоростей

деформации; Pg= Pg –
2

Re
ρνn · D(vg)n|z=±Z(t);

Pg – внешнее давление; τ(x, t) — дополнительные
касательные напряжения, вызываемые внешней

средой (τ(x, t) = 2Reρνs ·D(vg)n|z=±Z(t)). Пред-
полагается, что действиями нормальных напря-
жений со стороны внешней среды возможно пре-
небречь. Здесь возникли следующие безразмер-
ные комплексы: Re — число Рейнольдса (Re =
v∗l

ν
); Pr — число Прандтля (Pr =

ν

χ
); Ma — число

Марангони (Ma =
σTT∗l

ρνχ
); ρ, ν — отношения плот-

ностей и коэффициентов кинематической вязко-
сти газа и жидкости, где ν — коэффициент кине-
матической вязкости; χ — коэффициент темпера-
туропроводности; l — характерный размер обла-

сти течения, v∗ — характерная скорость; t∗ =
l

v∗
–

характерное время; T∗ – характерная температу-
ра; p∗ = ρv2∗ — характерное давление; ρ — плот-
ность жидкости; vg — скорость газа (внешней сре-
ды). В случае линейной зависимости коэффици-
ента поверхностного натяжения от температуры
имеем: σ = σ0 − σT (T − T0) (σT > 0 в случае нор-
мального термокапиллярного эффекта).

Условия для температуры на границе долж-
ны быть дополнены условиями на бесконечности.
Для замыкания постановки задачи также должны
быть определены начальные условия.

Решение, определяющее динамику слоя Ω,
имеет вид [2, 5]:

u(x, z, t) = f(t, z)x,

w(x, z, t) = −

∫ z

0

f(t, α)dα.
(6)

При известной функции f(t, z) давление жид-
кости находится из уравнений Навье-Стокса с ис-
пользованием динамического условия на свобод-
ной границе.

Для моделирования динамики слоя и процес-
сов переноса тепла в нем ограничимся изучением
симметричного относительно оси Ox движения.

Функции f(t, z) и Z(t), которые определяют
поле скоростей и положение свободной грани-
цы, удовлетворяют интегро-дифференциальным
уравнениям:

ft + f2 − fz

∫ z

0

f(t, α)dα −
1

Re
fzz = 0, (7)

dZ

dt
= −

∫ Z(t)

0

f(t, z)dz, (8)

а также граничным и начальным условиям [9,11]:

fz(Z(t), t) = τ̃ (t)−
Ma

RePr
A(t), fz(0, t) = 0, (9)

f(z, 0) = f0(z) = 0 (0 ≤ z ≤ Z0);

Z(0) = Z0 (Z0 > 0).
(10)

17



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Численные алгоритмы для вычисления f(t, z)
и Z(t) являются алгоритмами типа «предиктор-
корректор» [9, 12, 13]. Если функция fk(z) =
f(tk, z) задана, то положение свободной гра-
ницы Zk+1 можно найти согласно алгоритму
«предиктор-корректор» следующего вида:

Zk+1 = Zk−1 − 2∆t

∫ Zk

0

fk(z)dz

— предиктор и

Z̄k+1 = Zk−∆t

[

∫ Zk+1

0

fk+1(z)dz +

∫ Zk

0

fk(z)dz

]

— корректор [9, 11]. На каждом временном слое
tk+1 определяется шаг сетки hz = Z/M (Z =
Zk+1). При этом zm = (m − 1)hz, (m =
1, ...,M ;M = M + 1), z1 = 0, zM = Z. Для ап-
проксимации производных функции f использу-
ются конечно-разностные аналоги второго поряд-
ка. Алгоритм «предиктор-корректор» второго по-
рядка точности используется для решения урав-
нения (7) с реализацией следующих трех этапов:

fk+1/4 = fk + 0.5∆t[−Λ1f
k+1/4 +Φk],

fk+1/2 = fk+1/4 + 0.5∆t[−Λ2f
k+1/2],

fk+1 = fk +∆t[−Λfk+1/2 +Φk].

Здесь Λ = Λ1 + Λ2, а Λi — конечно-разностные
операторы, соответствующие дифференциальным
операторам (−1/Re)∂2/∂z2 и −F∂/∂z (см. (8) для
определения F , Φ). Интегралы, входящие в (7),
(8), вычисляются с помощью квадратурных фор-
мул. Тестирование построенного в данной работе
численного алгоритма выполняется на основе ре-
зультатов исследования, представленных в [3, 9].
Поскольку на каждом временном слое tk+1 рас-
четы осуществляются на новой пространственной
сетке (zm), то применяются интерполяционные
формулы (см.: [2, 9]).

2. Численный алгоритм исследования

процесса переноса тепла в прямоугольной

области с движущимися границами. Ком-
поненты скорости (см. точные решения вида (6)
уравнений Навье-Стокса) находятся численно [10,
11] и зависят только от A(t),Θ(t), τ̃ (t). Задача сво-
дится к численному нахождению распределения
температуры в слое. Для этого введем в рассмот-
рение прямоугольную область

ΩL = {−L < x < L, −Z < z < Z}, (11)

где Z = Z(t). На «длинных» сторонах z = ±Z

прямоугольника ΩL должны быть заданы гранич-
ные условия (2)—(4). На искусственно введенных
«вертикальных» торцах x = ±L данной обла-
сти должны быть поставлены «мягкие» условия

для температуры, являющиеся следствием усло-
вий на бесконечности и уравнения переноса теп-
ла [2, 14, 15]. При этом ограничимся случаем рас-
текания слоя жидкости (см. рис. 1). Если пред-

Рис. 1. Пример растекания слоя

положить, что на бесконечности (при (x → ±∞))
поставлено условие T → T∞, где T∞ = const, то
в предположении Tx → 0 имеем, что на верти-
кальных торцах может быть поставлено условие
вида [2]:

Txx = 0. (12)

Если на бесконечности (при (x → ±∞)) выпол-
няются все предыдущие предположения, приводя-
щие к условию (12), то на «вертикальных» торцах
предполагаем выполнение следующего условия:

Tt + uTx = 0. (13)

Это условие представляется нам наиболее есте-
ственным с физической точки зрения.

Заметим, что на «вертикальных» торцах мо-
жет быть поставлено также условие вида:

Tt + uTx = χTxx. (14)

Отметим, что при использовании этого усло-
вия возникает проблема аппроксимации вто-
рых производных на границе, в результате чего
при расчетах появляется дополнительная погреш-
ность.

Для численного исследования процесса пере-
носа тепла используется конечно-разностная схе-
ма второго порядка аппроксимации. После дис-
кретизации уравнения переноса тепла (1) по вре-
мени численная схема записывается в виде:

T k+1/2 − T k

0, 5△t
= λTT

k
xx − (K1T )

k+

+λTT
k+1/2
zz − (K2T )

k+1/2,

T k+1 − T k+1/2

0, 5△t
= λTT

k+1
xx − (K1T )

k+1+

+λTT
k+1/2
zz − (K2T )

k+1/2.

(15)

Здесь λT = 1/(RePr), T k(x, z) = T (tk, x, z).
Конвективный член KT = uTx+wTz представ-

ляем здесь в виде суммы двух слагаемых (K1T =
0.5(uTx + (uT )) и K2T = 0.5(wTz + (wT )z).

Пусть ΩL = {−L < x < L, −Z < z < Z}
выбрана в качестве расчетной области. Для ре-
ализации указанной выше схемы вводится сетка
(xn, zm): xn = (n− 1)hx (n = 1, ..., N̄ , N̄ = N + 1),
hx — шаг в направлении оси Ox, hx = L/N . Дан-
ная сетка является подвижной по вертикальной
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координате: zm = (m − 1)hz (m = 1, ..., M̄ , M̄ =
M + 1), где hz — шаг в направлении оси Oz,
hz = Z/M , а Z = Zk+1 — новое положение свобод-
ной границы на временном слое (k + 1). При по-
строении решения в половине расчетной области,
симметричной относительно Oy, должно быть по-
ставлено условие при x = 0 следующего вида:
Tx = 0.

Пусть T k
n,m = T (tk, xn, zm). Тогда уравнения

(15) представляют собой системы линейных ал-
гебраических уравнений, которые можно запи-
сать в виде

−an,mT
k+1/2
n,m−1 + bn,mT k+1/2

n,m − cn,mT
k+1/2
n,m+1 = dn,m,

−an,mT k+1
n−1,m + bn,mT k+1

n,m − cn,mT k+1
n+1,m = dn,m

и решить методом прогонки [16]. Для аппроксима-
ции вторых производных применяются разност-
ные аналоги второго порядка и центральные раз-
ности для аппроксимации конвективных слагае-
мых. В качестве примера приведем разностную
аппроксимацию слагаемого uTx + (uT )x:

uTx + (uT )x ≈ un+1
Tn+1,m − Tn,m

h2
x

−

−un
Tn,m − Tn−1,m

h2
x

+
un+1Tn+1,m − un−1Tn−1,m

2hx
.

Здесь un+1 = 0.5(un+1 + un).

Первые производные внутри расчетной обла-
сти аппроксимируются традиционно симметрич-
ными разностными аналогами со вторым поряд-
ком. Первые производные на границе расчетной
области будут аппроксимироваться несимметрич-
ными конечно-разностными аналогами также вто-
рого порядка. Так как пространственная сетка по-
движна в направлении Oz, а переход на новый
временной слой (k+1) начинается с расчета новой
пространственной сетки, то следует найти значе-
ние температуры T k, рассчитанной на предыду-
щем слое, в узлах новой сетки (zm). Мы исполь-
зуем интерполяционные процедуры. С помощью
интерполяционных формул Ньютона [12]

T (z) = T (z0) +

(

T (z1)− T (z0)

hz

)

(z − z0)+

+

(

T (z2)− 2T (z1) + T (z0)

2h2
z

)

(z − z0)(z − z1)+

+

(

T (z3)− 3T (z2) + 3T (z1)− T (z0)

6h3
z

)

·(z − z0)(z − z1)(z − z2)

вычисляем на новой пространственной сетке зна-
чения искомых функций, известных на предыду-
щем временном слое.

3. Результаты численного исследова-

ния. Тестирование численного алгоритма прово-
дится с использованием (формального) точного
решения (ТР) уравнения теплопроводности вида:

T = e−λt sinx sin z. (16)

Здесь λ = 2/(RePr) — коэффициент температуро-
проводности. Пусть Re = 1, Pr = 17. Численное
решение находится в случае, когда положение гра-
ниц фиксировано и определяется значением Z =
0.5. Для численного исследования процесса теп-
лопроводности используется конечно-разностная
схема второго порядка аппроксимации вида (15).
Пусть L = 10 (см. (11) для определения области
ΩL, выбираемой в качестве расчетной).

При проведении тестовых расчетов в расчет-
ной области ΩL с шагом hx = hz = 0.002 по про-
странственным переменным различие между ана-
литическим (16) и численным решениями наблю-
дается только в седьмом знаке после запятой, что
демонстрирует хорошее совпадение численного и
точного решений (τ = 0.0001).

При проведении тестовых расчетов с шагом
hx = hz = 0.02 по пространственным переменным
различие между аналитическим (16) и численным
решениями наблюдается в шестом знаке после за-
пятой (τ = 0.0001). Отметим, что при увеличе-
нии шага по пространству результаты становят-
ся менее точными. Тестовые расчеты с помощью
точного решения (16) проводились в случае, когда
на границе области заданы значения самой функ-
ции. Вместе с тем проведены тестовые расчеты и
в случае, когда на торцах заданы условия типа
(12). На основе точного решения неоднородного
уравнения переноса тепла с правой частью, про-
диктованной видом полного уравнения переноса
тепла (см. (1)) и точного решения (16), проведены
тестовые расчеты согласно полной схеме (15), ко-
торые также продемонстрировали хорошее совпа-
дение результатов. Различия в численном и точ-
ном решениях в случае задания на всех границах
области ΩL «температуры» согласно (16) наблю-
даются в третьем знаке после запятой, и в случае
задания на «вертикальных» торцах условия (12)
также в третьем знаке после запятой. Расчеты вы-
полнены при hx = hz = 0.002, τ = 0.0001.

Численные результаты характеризуют поведе-
ние слоя вязкой несжимаемой жидкости и демон-
стрируют взаимодействия термокапиллярных сил
и касательных напряжений со стороны внешней
газовой среды.

В данной работе проведено сравнение резуль-
татов о распределении температуры для различ-
ных типов мягких граничных условий на торцах
(см. (12)—(14)). На рисунках 2—7 показано рас-
пределение температуры в слое жидкости в слу-
чае различных зависимостей от времени функций
A(t) и τ̃ (t) (величины представлены в безразмер-
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ном виде). Исследования проводились в случае
растекания слоя (см. рис. 1). В начальный мо-
мент времени положение свободной границы жид-
кости определяется как Z0 = 0.5. Для зависимо-

сти A(t) =
A0

1 + t2
(A0 = −0.1) и τ̃ (t) = Aτ

τ0

1 + t2

(Aτ = 400, τ0 = −0.1) приведено сравнение ре-
зультатов численного построения решения для
момента времени t = 0.05 (рис. 2—4). Для всех ти-
пов условий в результате наблюдается качествен-
но одинаковая картина, но имеют место неко-
торые количественные различия. Эти отличные
для разных типов граничных условий особенности
проявляются вблизи «вертикальных» торцов. Это
может быть связано с аппроксимацией первых и
вторых производных для температуры. Наиболь-
шее значение на торце температура имеет при ис-
пользовании условия (14), наименьшее — при ис-
пользовании (12).

Рис. 2. Случай A(t) =
A0

1 + t2
(A0 = −0.1), τ̃(t) =

Aτ

τ0

1 + t2
(τ0 = −0.1, Aτ = 400), Txx = 0, t0 = 0.05

Рис. 3. Случай A(t) =
A0

1 + t2
(A0 = −0.1), τ̃(t) =

Aτ

τ0

1 + t2
(τ0 = −0.1, Aτ = 400), Tt+uTx = 0, t0 = 0.05

Рис. 4. Случай A(t) =
A0

1 + t2
(A0 = −0.1), τ̃(t) =

Aτ

τ0

1 + t2
(τ0 = −0.1, Aτ = 400), Tt + uTx = χTxx,

t0 = 0.05

Аналогичные результаты получены и в слу-
чае экспоненциальных зависимостей A(t) =
A0 t exp(t) (A0 = 0.1), (A0 = −0.1), τ̃ (t) =
Aτ τ0 t exp(t) (Аτ = 400, τ0 = 0.1) при t = 0.05
(рис. 5—7).

Рис. 5. Случай A(t) = A0 t exp(t) (A0 = −0.1),
τ̃ (t) = Aττ0 t exp(t) (τ0 = 0.1, Aτ = 400), Txx = 0,
t0 = 0.05

Рис. 6. Случай A(t) = A0 t exp(t) (A0 = −0.1),
τ̃ (t) = Aττ0 t exp(t) (τ0 = 0.1, Aτ = 400), Tt + uTx = 0,
t0 = 0.05

Рис. 7. Случай A(t) = A0 t exp(t) (A0 = −0.1),
τ̃ (t) = Aττ0 t exp(t) (τ0 = 0.1, Aτ = 400), Tt + uTx =
χTxx, t0 = 0.05

Заключение. С помощью точных решений
уравнений Навье-Стокса проведено моделирова-
ние процессов деформации слоя вязкой несжима-
емой жидкости со свободными границами и пе-
реноса тепла в нем. Представлен численный ал-
горитм решения задачи о распределении тепла в
прямоугольной области с движущимися граница-
ми. Торцы прямоугольной области, условно назы-
ваемые «вертикальными», вводятся искусственно,
что приводит к проблеме постановки «мягких»
граничных условий. Данная проблема исследу-
ется численно. Представлены также результаты
тестирования алгоритма с использованием фор-
мального точного решения уравнения теплопро-
водности.
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