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A Stability of Oseen Flow by Circular Cylinder

Исследуется устойчивость течения Озеена возле 
кругового цилиндра. Работа носит методический ха-
рактер. Изучены возможности метода на основе функ-
ций Рвачева. Построена структура, удовлетворяющая 
граничным условиям и приближенно представляющая 
решение задачи. Неизвестные коэффициенты находи-
лись методом коллокаций. Течение устойчиво в об-
ласти применимости формулы Озеена. Метод прост 
и экономичен, имеет высокий порядок точности.

Ключевые слова: гидродинамическая устойчивость, 
течение Озеена, уравнения с частными производными, 
спектральные методы.

A stability of Oseen flow by circular cylinder is in-
vestigated. The work has methodical character. Rvachev 
function is applied for illustrating possibilities of the 
method. The authors build the structure that satisfies the 
boundary conditions and represents approximately solu-
tion. Unknown factors were found by a collocation meth-
od. The flow is stable in the field of applicability of the 
Oseen formula. The method is simple and exponential-
ly converging.
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Исследование устойчивости и бифуркаций те-
чений представляет собой сложную и интересную 
проблему. Классическая постановка задачи устой-
чивости течений вязкой жидкости приводит к задаче 
Орра-Зоммерфельда [1, 2] − краевой задаче для си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Это возможно благодаря наличию однородных на-
правлений, относительно которых возмущение мож-
но представить в виде элементарных волновых ре-
шений с определенным набором волновых чисел, 
например, для течения в плоском канале, течения 
в круглой трубе, течений между коаксиальными ци-
линдрами. С другой стороны, есть много течений, 
в которых картина развития возмущений неоднород-
на вдоль или поперек потока: течение в прямоуголь-
ной трубе, обтекание крыла, обтекание цилиндра. 
В таких случаях задача устойчивости сводится к кра-
евой задаче для уравнений с частными производны-
ми (см. обзор: [3]).

Направим ось x  вдоль направления движения 
жидкости, а ось y  — перпендикулярно, обе пер-
пендикулярно оси цилиндра (см. рис. 1). Уравнение 
Навье-Стокса для функции тока имеет вид
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U  − скорость набегающего потока; d  − радиус ци-
линдра; ν − коэффициент вязкости.
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В соответствии с [3], решение (1) ищем в виде

 ( )0 , Ctx y eψ ψ ψ= = , (2)

где ψ0 ( )rf
yx

xy=ø
220

+
−  − решение Озеена [4], 

( ) 1
1 ln

2
1 −rM+rM+rrM=rf 321n( ) 1

1 ln
2
1 −rM+rM+rrM=rf 32 , 12 2

11 M+=M , 13 4
1 M=M −  , 

Re

=M ln7.406
2

1 , ψ Cty)eø(x, Ct − малое возмущение, ( ),x yψ  

− амплитуда, iY+X=C iY − определяет декремент зату-
хания возмущения. Подставляя (2) в (1), получим

( ) ( )
( )( )2

1 2
Re

2 1 ,

xx yy xxxx xxyy yyyy

x xxx yyx

C

y x

ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

+ = + + −

− − − +
 (3)

где производные обозначены нижними индексами.

Re

Рис. 1. Конфигурация потока
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Зададим условия на границе расчетной области Ω 
(см. рис. 1). На поверхности цилиндра возмущение 
скорости обращается в нуль. На входе в Ω возмущение 
также задано равным нулю. На выходе из расчетной 
области Ω, следуя [5], можно задать нулевой гради-
ент скорости вдоль оси x . В этом случае возмуще-
ние может покидать расчетную область с ненулевой 
амплитудой. В работах [3, 6], наоборот, использова-
лись нулевые граничные условия. При малых числах 
Рейнольдса возмущения локализованы возле поверх-
ности цилиндра, так что примем

 0x yψ ψ ψ= = = . (4)

Решение (3), удовлетворяющее граничным усло-
виям, будем искать в виде
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где T  − многочлены Чебышева первого рода; ija  − 

неизвестные коэффициенты; σ Ω( )  − уравнение гра-
ницы. Уравнение границы составим при помощи 
R  -конъюнкции [7]
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где sqσ , cylσ  − уравнения прямоугольника и круга со-
ответственно.

Уравнение круга имеет вид 2 21cyl x yσ = − − , урав-
нение для прямоугольника получим из уравнений по-
лос 2 2

x yL yσ = −  и 2 2
y L xσ = −  при помощи выраже-

ния (6). Аналитические преобразования производились 
в системе Maxima, выражения для σ Ω( )  и особенно 
его производные громоздки, и мы их приводить не бу-
дем.

Определив множество точек коллокации 
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ственные значения
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Первоначально задача на собственные значения (7) 
решалась с использованием QZ алгоритма из библио-
теки LAPACK, которая ранее использовалась нами 
в расчетах устойчивости плоского течения Пуазейля 
в магнитном поле (см.: [8, 9]) вплоть до чисел 
Рейнольдса порядка 710 . Однако вычислительные за-
траты этого метода в данном случае оказались очень ве-
лики, поэтому для расчетов были использованы мето-
ды Крылова [10, 11], реализованные библиотеками 
SLEPc и ARPACK. Численные эксперименты показали 
эффективность обратных итераций с нулевым сдвигом.

Как известно [4], формулы Озеена справедливы 
при числах Рейнольдса меньше единицы и только 
вблизи цилиндра. Невозможно построить решение, 

удовлетворяющее граничным условиям на бесконеч-
ности. Поэтому примем следующие значения пара-
метров: 2=Ly , 3=L . Основываясь на результатах, 
приведенных в [12], можно предположить, что соб-
ственные функции при малых числах Рейнольдса 
ограничиваются данной областью. Количество точек 
коллокации по оси x  составляло 80, по оси y  — 70.

На рисунке 2 представлена зависимость коэффици-
ента затухания X от числа Рейнольса. При увеличении 
числа Рейнольсда X увеличивается и при Re>1 стре-
мится к нулю. Значения X  меняются при изменении 
области расчетов, но сама зависимость X(Re)  остает-
ся монотонно возрастающей, а течение устойчивым.

Рис. 2. Зависимости X (Re)

Рис. 3. Действительная часть собственной функции 
с 0m =  при 0 1=Re .

Рис. 4. Действительная часть собственной функции 
с 2m =  при 0 1=Re .



На рисунках 3–4 представлена действительная 
часть собственных функций с 0=m  и 2=m . Так 
как течение Озеена симметрично относительно осей 
x  и y , то и данные собственные функции попарно 
симметричны относительно оси цилиндра с собствен-
ными функциями 1=m и 3=m  соответственно. 
На рисунке 3 линии тока имеют вид одиночного вих-
ря за цилиндром, а на рисунке 4 — двух вихрей с про-
тивоположным вращением.

Из полученных результатов можно сделать вывод 
об устойчивости течения возле кругового цилинд ра 
в области применимости формулы Озеена. Вид соб-
ственных функций соответствует структуре пере-
ходных режимов течения, которые хорошо изучены 
независимыми методами, численными и эксперимен-
тальными. Предлагаемый метод намного проще ана-
логов [3, 5, 6], более экономичен, имеет высокий по-
рядок точности.
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