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тепловому спектру
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Theoretical Aspects of Inverse Problem Decision to Define 
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on their Integral Thermal Spectrum

Изложено теоретическое обоснование модельных 
представлений регистрируемого фотоприемником сиг-
нала интегрального теплового спектра потока частиц 
в форме интегрального уравнения Фредгольма 1-го 
рода. Выведено аналитически точное обратное инте-
гральное преобразование, позволяющее по интеграль-
ному тепловому спектру частиц определять их темпе-
ратурное распределение в гетерогенном потоке.

Ключевые слова: обратная задача, гетерогенный поток, 
температурное распределение частиц, тепловой спектр, 
интегральное уравнение Фредгольма, интегральное пре-
образование.

The study describes theoretical justification of mod-
eling representations of an integral thermal spectrum 
signal of particles’ stream registered by a photodetector 
in the form of Fredholm integral equation of first kind. 
Analytically, exact backward integral transformation al-
lows us to define their temperature distribution in a het-
erogeneous stream on an integral thermal spectrum of 
particles.
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Введение. Важное место в современном маши-
ностроении и других отраслях промышленности [1] 
занимают газотермические технологии напыления 
защитных покрытий и обработки материалов концен-
трированными потоками энергии. Чаще всего исполь-
зуют плазменное, детонационно-газовое напыление 
(ДГН) покрытий, которые производятся с помощью 
мелкодисперсного порошка частиц металла или их ок-
сидов, распыленных дозатором в процессе загрузки 
порошка, например, в струю плазмотрона или струю 
ДГН, истекающую из выходного «сопла» техноло-
гической установки напыления. В настоящее время 
с помощью «высокоскоростного (сверхзвукового) га-
зопламенного напыления (англ. HVOF)» получают 
достаточно плотные, термобарьерные, износостой-
кие и коррозионно-устойчивые покрытия.

Оптические методы контроля скорости и темпе-
ратуры дисперсной фазы потока требуют учета гете-
рогенности и излучательных характеристик матери-
ала частиц в потоке [2, 3]. К тому же при разработке 
большинства приборов контроля температурно-ско-
ростных параметров высокотемпературных быстро-
протекающих технологических процессов получения 
покрытий не всегда учитываются дисперсность сред, 
высокая температура, проявления характерных осо-
бенностей процессов взрыва и горения в ДГН. Кроме 
того, в различных сечениях струи напыляемые части-

цы, рассматриваемые как конденсированная фаза по-
тока в сочетании с существенной динамической и теп-
ловой неравновесностью фаз многофазного потока, 
характеризуются распределениями по размерам, тем-
пературам и скоростям. По этой причине не может 
считаться достаточным измерение только лишь одного 
«эффективного» (осредненного) значения температу-
ры и скорости потока частиц в непосредственной бли-
зости к напыляемому покрытию. Следует заметить, 
что в потоке в действительности может и не оказать-
ся частиц с «осредненными» значениями температу-
ры и скорости, например, когда распределение темпе-
ратуры частиц состоит из неперекрывающихся между 
собой двух мод и «осредненное» значение приходит-
ся на промежуток между ними.

В настоящей статье рассматриваются обоснование 
и идея по сути «виртуального» метода измерения рас-
пределенного параметра температуры по потоку ча-
стиц посредством решения обратной задачи на осно-
ве регистрации суммарного (интегрального) теплового 
спектра излучения от всего ансамбля частиц двухфаз-
ного потока и выведенного автором аналитически точ-
ного обратного интегрального преобразования.

1. Модельные представления сигнала инте-
грального теплового спектра потока частиц в фор-
ме интегрального уравнения Фредгольма 1‑го 
рода. В основе модельных представлений интеграль-
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ного те плового спектра потока частиц используется 
вполне обоснованное допущение о том, что в транс-
портирующей струе объемная плотность напыляемых 
частиц обычно невелика (в [1] струи называют «сла-
бозапыленными»), размеры которых достаточно малы 
(как микрочастицы взвесей и аэрозолей). По этой при-
чине в струе они совершают инерционное движение 
практически без столкновений между собой и прак-
тически малозначительны эффекты рассеяния и экра-
нирования теплового излучения каждой частицы дру-
гими частицами потока. В качестве второго принято 
допущение о том, что за малое время прохождения ча-
стицей «зоны регистрации» (измерительного объема 
струи толщиной несколько сантиметров) частица со-
храняет изотермическое состояние с неизменной тем-
пературой и характеризуется подобно «серому» телу 
испускательной (излучательной) способностью

 r T T Tλ ε ϕ λλ= ⋅( , ) ( , ) ( , ) , (1)

где Tε λ( , )  — поглощательная способность (коэффи-
циент излучения [4]) или относительная излучатель-
ная способность частицы, равная отношению излуча-
тельной способности частицы к спектральной 
плотности излучения «абсолютно черного тела» — 
функции Планка Tϕ λ( , )
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Выходной сигнал B λ( ) , регистрируемый линейным 
многоэлементным фотоприемником, установленным 
в фокальной плоскости спектрофотометра, пропорцио-
нален суммарному (интегральному) спектральному 
распределению энергии λΘ( )  теплового излучения 
от ансамбля частиц, прошедших зону регистрации, 
и определяет «измерительное уравнение» [5]

 B λ α λ λ= ⋅Θ( ) ( )( ) , (3)

в котором интегральное спектральное распределение 
энергии λΘ( )  теплового излучения от ансамбля ча-
стиц определяется интегральным уравнением 
Фредгольма 1-го рода с неизвестной функцией плот-
ности вероятностного совместного распределения 
числа частиц по их размерам (диаметрам D ) и зна-
чениям их температуры T
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а функция α λ( ) , по сути своей, является «аппаратной 
функцией мультипликативных искажений» сигнала 
на выходе канала регистрации
 α λ α λ α λ α λ= ⋅ ⋅1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) . (5)

Функция α λ1 ( )  прямо пропорциональна телесному 
углу, в пределах которого на вход оптической систе-
мы спектрофотометра приходит определенная часть 
энергии потока теплового излучения от каждой части-
цы. Функция α λ1 ( )  убывает с увеличением расстоя-
ния от потока частиц до оптической системы спектро-
фотометра (уменьшается телесный угол), а ее 
зависимость от длины волны λ  проявляется только 
лишь для неоднородных к пропусканию излучения 
сред (в большинстве случаев функцию можно поло-
жить константой, зависящей от параметров оптиче-
ской системы и от расстояния до потока частиц). 
Функция 2α λ( )  учитывает нелинейность развертки 
спектра диспергирующим элементом (либо дифрак-
ционной решеткой) спектрофотометра, а 3α λ( )  — 
спектральную неоднородность чувствительности фо-
топриемника. При использовании спектрофотометра 
с невысоким спектральным разрешением (способ-
ность расщеплять спектральные линии с высокой сте-
пенью монохроматичности) необходимо учитывать 
эффект «уширения» спектра, т. е. вместо выражения 
(4) для интегрального спектрального распределения 
энергии λΘ( )  необходимо в соотношении (3) исполь-
зовать скорректированное спектральное распределе-
ние энергии [5]
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а в качестве ядра Q )λ λ′ −(  оператора (6) можно взять 
гауссову функцию [5]
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При использовании спектрального прибора, спо-
собного расщеплять спектральные линии с высокой 
степенью монохроматичности ( 0σ → ), выполняется 
условие λ λΘ → Θ ( ) ( ) , так как функцию Гаусса 
Q λ λ′ −( )  в этом случае можно рассматривать в виде 
обобщенной «дельта-функции».

В формулу (4) входит функция S D( ) , выражаю-
щая собой площадь полной поверхности частицы 
с произвольным значением размера (диаметра) части-
цы, и функция плотности вероятностного совместно-
го распределения числа частиц по их размерам (диа-
метрам D ) и значениям их температуры T , а именно

2 NP D T
D T
∂=

∂ ∂
( , )  — число частиц, имеющих значения ди-

аметра D  из малого диапазона D∆  и значения тем-
пературы T  из малого диапазона T∆ . Для функции 
P D T( , )  выполняется условие «нормировки на число 
частиц»
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где NΣ  — общее число частиц, прошедших «зону ре-
гистрации».
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Одномерная функция плотности вероятностного 
распределения числа частиц по значениям темпера-
туры Z T( )  получена интегрированием двумерной 
функции плотности P D T( , ) в диапазоне значений диа-
метров частиц D Dmin max[ , ] . Поэтому в выражении (4) 
использован переход от двукратного интегрирования 
к однократному с учетом (8), т. е. на основании извест-
ной из математического анализа теоремы «о среднем» 
и теории вероятностей имеем выражение
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где effS D T( ( ))  определяет значение площади полной 
поверхности частицы с «эффективным (средним)» 
значением диаметра частиц, характеризующихся тем-
пературой T  при прохождении зоны регистрации.

Замечание 1. В силу малого значения объемной 
плотности частиц в потоке струи можно не без осно-
вания считать, что распределения числа частиц по раз-
мерам и по температурам могут быть практически не-
зависимыми и тогда функция совместного 
распределения P D T( , )  представима в виде произве-
дения

 1N g D P T g D Z TP D T Σ ⋅ ⋅ = ⋅= ( ) ( ) ( ) ( )( , )  (10)

и с учетом (9) становится очевидным, что effS D T( ( )) 
равна константе — «математическому ожиданию» 
площади полной поверхности частицы 0 0S S D= ( ),где
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В выражении (10) компоненты g D( )  и 1P T( )  ока-
зываются функциями плотности вероятности распре-
деления частиц, соответственно, по размерам и зна-
чениям температуры (а не функциями распределения 
числа частиц по размерам и значениям температу-
ры). Функция g D( )  показывает относительную долю 
частиц, которые из общего числа частиц NΣ  харак-
теризуются диаметром D , а функция 1P T( )  — отно-
сительную долю частиц, которые из общего числа 
частиц NΣ  характеризуются температурой T .

Замечание 2. Для малой дисперсности частиц, т. е. 
D D D− <<max min min( )  допущение о равенстве функции 

effS D T( ( ))  константе еще более обоснованно.
Для удобства упростим обозначение функции: 

eff effS D T S T=( ( )) ( )  — эффективная площадь полной 
поверхности частицы с температурой T  (осреднен-
ная по диаметрам всех тех частиц, которые характе-
ризуются температурой T ), а нормированную на ма-
тематическое ожидание 0S  функцию эффективной 
площади effS T( )  запишем в виде

 2 0effP T S T S=( ) ( ) / , (13)

где с учетом (8)
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Возвращаясь к интегральному уравнению 
Фредгольма (4), с учетом выражений (8) — (14) и обо-
значения 0S N SΣ Σ= ⋅  можно записать
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Из определения (16) видно, что функция R λ( ) , 
с одной стороны, полученная нормировкой интеграль-
ного спектрального распределения энергии теплово-
го излучения всех частиц из измерительного объема 
на их суммарную поверхность SΣ , представляет со-
бой испускательную (излучательную) способность 
распределенного в измерительном объеме ансамбля 
частиц. С другой стороны, она является результатом 
«осреднения» с помощью функции плотности веро-
ятности распределения частиц по значениям темпе-
ратуры 1P T( )  и весовой функции 2P T( )  — функции 
«дисперсионного соотношения (связи)» между разме-
рами и значениями температуры частиц. Другими сло-
вами, функция 2P T( )  отражает «дисперсионный раз-
брос» между «групповыми» средними значениями 
площади поверхности частиц, распределенных 
по группам, в которых частицы различаются размера-
ми, но имеют одинаковую температуру (при этом 
группы частиц различаются по температуре).

Таким образом, невозможно гарантировать, что из-
лучательная способность R λ( )  распределенного в из-
мерительном объеме ансамбля частиц в общем слу-
чае должна быть хорошим приближением 
к излучательной способности «серого» тела с моде-
лью равновесного теплового излучения (1) — (2), т. е. 
в строгом смысле тепловое излучение распределен-
ной системы частиц в измерительном объеме являет-
ся неравновесным.

Если допущения в замечаниях 1 и 2 строго выпол-
нимы, тогда с учетом (15) функция дисперсионного 
соотношения 2P T( )  равна константе 1, и она в инте-
гральном операторе Фредгольма не учитывается. 
Если же допущения в замечаниях 1 и 2 являются до-
статочно грубыми, тогда функцию 2P T( )  необходимо 
учитывать, но ее определение в большей степени свя-
зано с задачей тепломассопереноса (уравнения кине-
тики и теплового баланса). Можно предположить, 
что частицы различных размеров, транспортируемые 
нагретой газовой средой, в малом измерительном 
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объ еме с однородной температурой могут различать-
ся по температуре: частицы больших размеров могут 
иметь несколько меньшую температуру. То есть мож-
но предположить, что функция 2P T( )  с ростом темпе-
ратуры медленно убывает, например, по гиперболи-
ческому закону. В экспериментах можно уточнить 
модель этой функции. Подавая мощные тепловые им-
пульсы на образцы смесей калиброванного (сепари-
рованного по размерам) состава с определенным раз-
мером частиц и измеряя термопарой кинетику 
температуры образцов смесей, можно определить 
функциональный закон и параметры функции 2P T( ) .

В выражение интегрального оператора Фредгольма 
входит функция излучательной способности серого 
тела r Tλ( , ) , для которой согласно (1) с учетом разно-
видности материала частиц должна быть на этапе ка-
либровки определена (либо уже ранее известна) функ-
ция относительной излучательной способности 

Tε λ( , ) . Для многих металлов (и их оксидов) функ-
ция  Tε λ( , )  при фиксированном значении температу-
ры T  практически изменяется незначительно с изме-
нением длины волны λ  в видимом диапазоне 
и в ближнем ИК-диапазоне. Более значимы измене-
ния функции Tε λ( , )   при изменении температуры T  . 
Поэтому многие авторы используют упрощенную за-
висимость Tε ( ) , которую часто называют «интеграль-
ным коэффициентом черноты» серого тела [6] 
(как правило, растет с увеличением T ). На этапе из-
мерений и калибровки относительной излучательной 
способности частиц порошковой смеси, помещенной 
в термостат с постоянной температурой, можно полу-
чить модельную функцию (повторяя эксперименты 
при различных температурах)

 T Tε λ α λ ε= ⋅( , ) ( )4 ( )  , (17)

где α λ4 ( )  — осредненная изменяющаяся в узком 
ди апазоне спектральная составляющая относитель-
ной излучательной способности частиц Tε λ( , ) .

Резюмируя вышеизложенное, на основании выра-
жений (3), (4), (7), (15) — (17) можно записать оконча-
тельный вид «измерительного» уравнения, представ-
ляющего собой интегральное уравнение Фредгольма 
1-го рода в виде

2 1

T

T

B S T T P T P T dTλ β λ φ λ εΣ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅∫
max

min

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )( )  , (18)

 β λ α λ α λ α λ α λ= ⋅ ⋅ ⋅1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . (19)

2. Вывод обратного преобразования для инте-
грального уравнения Фредгольма и аналитическое 
решение обратной задачи определения темпера-
турного распределения частиц по их интегрально-
му тепловому спектру. В экспериментальных рабо-
тах для излучательных способностей «серого» 
и «абсолютно черного» тел удобнее использовать 
функции, зависящие от длины волны, как показано 

в выражениях (1) и (2). В теоретических исследова-
ниях используют соответствующие им функции, за-
висящие от частоты ω . А именно:

 år T T u Tω ω ω= ⋅( , ) ( , ) ( , ) , (20)

 
2

3
1 1

A
Tu T A e

ω

ω ω
⋅

= ⋅ −( , ) / ( ) . (21)

Осуществив в выражениях (18) — (21) замены пе-
ременных с учетом соотношений 2  λ π ω= /  и 

2t A T= /  (при  этом 2T A t= / ,  2
2dT A dt t= − / ,  

2t A T=max min/ , 2t A T=min max/ ), получим

 
t

t

G J t f t dtω λ ω ω= ⋅ ⋅∫
max

min

( ) ( , ) ( ) ,( )  (22)

где знак «минус», полученный при замене дифферен-
циала, учтен при перестановке новых значений пре-
делов интегрирования.

Новые обозначения функций, входящих в (22), 
ре ализуют связи в виде

 2G Bω π ω=( ) ( )   / ,  (23)

 1 2N A Aγ ω ω γ ω γ ω γ ω γ ωΣ= 3
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,  (24)

где для любого 1 2 3 4i = , , ,  функции iγ ω( )  определя-
ются следующим образом

 2i iγ ω γ π ω=( ) (    / ) . (25)

 2 2 2 1 22

1  f t A t P A t P A t
t

ε= ⋅ ⋅( ) ( / ) ( / ) ( / ) . (26)

Ядро интегрального оператора J tω( , )  принимает 
следующий вид

 1 1
1 1 1

t
t

t t t

eJ t e
e e e

ω
ω

ω ω ωω
⋅

⋅
⋅ ⋅ ⋅

= = = ⋅
− − −

( , )
-

-
- - . (27)

Так как в (22) переменная t t t∈ min max[ , ]  и 0t ≠min , 
тогда 1te ω⋅ <-  и с учетом известного разложения в ряд 

Маклорена функции ( ) 1

0
1 n

n
x x

∞
−

=

− = ∑  ядро можно пред-

ставить в виде сходящегося функционального ряда 
(для ω > 0 )

 
1

1
1

t n t
t

n
J t e e

e
ω ω

ωω
∞

⋅ ⋅ ⋅
⋅

=

= ⋅ =
− ∑( , ) - -

- . (28)

При ω → 0  в (27) сомножитель 1te tω ω⋅ ≅ −- , и тог-
да функция ядра J tω( , )  имеет особенность вида 

1J t t tω ω ω≅ −( , ) ( ) / , которая корректируется сомно-
жителями iγ ω( )  и сомножителем ω3 , «перенесен-
ным» из подынтегральной функции (21) в функцию 
γ ω( ) , что подтверждается выражением (24).

Нормировка зарегистрированного фотоприемни-
ком интегрального теплового спектра G ω( )  на функ-
цию γ ω( ) , определяемую на этапе калибровки, по-
зволяет с учетом (22),  (28) и обозначения 

Gω ω γ ωΦ =( ) ( ) / ( )  перейти к уравнению

ч

ч

ч

c

c

c

ч
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1 1

t t
n t

n nt t

J t f t dt e f t dt F nωω ω ω
∞ ∞

⋅ ⋅

= =

Φ = ⋅ = =∑ ∑∫ ∫
max max

min min

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )- , (29)

 
0

t
n t n t

t

F n e f t dt e f t dtω ωω
∞

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =∫ ∫
max

min

( ) ( ) ( )- -
, (30)

так как функция f t( )  вне диапазона t tmin max[ , ]  равна 0.
Функцию G ω( ) , полученную экспериментальны-

ми измерениями, можно аппроксимировать, напри-
мер, разложением по «планковским» спектрам 
u n Tω max( , )  согласно формуле (21) и затем определить 
функцию Gω ω γ ωΦ =( ) ( ) / ( ) . С учетом (30) для 1n =

 
0

tF e f t dtωω
∞

⋅= ∫( ) ( )- . (31)

С другой стороны, с учетом 
1n
F nω ω

∞

=

Φ = ∑( ) ( )  

из (29) и на основании известной формулы обраще-
ния [7], использующей функцию Мебиуса mµ( ) , 
для 0ω >

 
1m

F m mω µ ω
∞

=

= ⋅Φ∑( ) ( ) ( ) ,  (32)

Замечание. С учетом формул (27) — (32) для ядра 
J tω( , )  верно соотношение

( ) 1

1 1

1 1

1

      =

t m t

m m

m n t

m n

e m J m t m e

m e

ω ω

ω

µ ω µ

µ

∞ ∞ −⋅ ⋅ ⋅

= =
∞ ∞

− ⋅ ⋅ ⋅

= =

= ⋅ = ⋅ − =

⋅

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( ) ( )

( ) ,

-

 (33)

Функция экспоненты и интегралы в выражениях 
(29) — (33) допускают в отношении действительной 
переменной ω  аналитическое продолжение в ком-
плексной плоскости с комплексной переменной s . 
То есть с учетом (31), (32)

 
10

s t

m
F s e f t dt m mµ

∞ ∞
⋅

=

= = ⋅Φ∑∫( ) ( ) ( ) ( )- s  (34)

соответствует прямому одностороннему преобразо-
ванию Лапласа. Используя обратное преобразование 

Лапласа 
1

2

i
s t

i

f t e F s ds
i

σ

σπ

+ ∞
⋅

− ∞

= ∫( ) ( ) , получим функцию

1

1

1
2
1      

2

i
s t

mi
i

s t

m i

f t e m m ds
i

m e m ds
i

σ

σ
σ

σ

µ
π

µ
π

+ ∞ ∞
⋅

=− ∞
+ ∞∞

⋅

= − ∞

 
= ⋅Φ = 

 

= ⋅ Φ

∑∫

∑ ∫

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

s

s
 (35)

из которой согласно (26) и 2t A T= /  определяется 
функция плотности вероятности распределения ча-
стиц по значениям температуры в зоне регистрации 
потока

 
( )2

2 2
1

2

A T f A T
P T

T P Tε
⋅

=
⋅

/ ( / )
( )

( ) ( )  
. (36)

Заключение. Резюмируя изложенное, отметим, 
что пара прямого и аналитически точного обратного 
интегральных преобразований (29) и (35) так же, 
как и широко известные интегральные преобразова-
ния Фурье, Меллина, Эфроса, Гильберта, связаны 
с парой прямого и обратного преобразований Лапласа. 
Возможно, что пара преобразований (29) и (35) может 
найти применение и в других задачах, так как функ-
ция ядра J tù( , )  имеет некоторую общность с функ-
циями статистик Больцмана, Бозе-Эйнштейна 
и Ферми-Дирака.

Необходимо также отметить, что в дальнейшей ра-
боте предстоит всесторонне исследовать условия схо-
димости решений обратной задачи и класс искомых 
функций, удовлетворяющих этим условиям, а также 
определить границы возмущений (искажений) вход-
ных данных, для которых численное решение обрат-
ной задачи оказывается устойчивым.

ч
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