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Рассматриваются основные проблемы распознава-
ния динамических процессов, а также анализируются 
и адаптируются методы распознавания для реализации 
в условиях ограниченных вычислительных ресурсов. 
Исследуемые математические модели (метод опорных 
векторов и скрытая марковская модель) были адаптирова-
ны для непосредственного применения в области распоз-
навания жестов с помощью устройств с акселерометром.
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This article touches main problems of dynamic pro-
cesses recognition, and also analyzes and adapts some of 
recognition methods for using in limited computing re-
sources. Investigated mathematic models (support vec-
tor machine and hidden Markov model) were adapted 
for applying in gesture recognition by devices with ac-
celerometer.
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Введение. В ходе развития истории предлагались 
прототипы, начиная от языка интерпретации знаков 
(sign language interpretation) [1] и заканчивая общими 
принципами распознавания жестов. Использование 
Wii Remote и Nunchuk в игровой консоли от Nintendo 
позволило сделать консоль очень популярной, особен-
но в области спортивных игр.

Проведенный анализ популярных математиче-
ских моделей распознавания динамических жестов: 
скрытых марковских моделей [2], нейронных сетей 
[3], байесовых сетей [4], показал, что оценки вычис-
лительной сложности распознавания жестов с по-
мощью этих моделей зависят от квадрата числа со-
стояний (СММ), нейронов (нейросети) или вершин 
(байесовы сети), используемых для распознавания, 
умноженных на число символов наблюдаемой после-
довательности. Вследствие этого с ростом данных ве-
личин практическое использование для распознава-
ния жестов в реальном времени указанных моделей 
из‑за высоких затрат процессорного времени и памя-
ти компьютера становится невозможным.

Основные этапы распознавания жестов
Сегментация. Большинство систем распознава-

ния жестов используют сегментацию, основанную 
на нажатии кнопки (button-based segmentation), ко-
торая означает, что пользователь должен указать на-
чало и конец жеста нажатием кнопки. Однако более 
естественным всё же будет использование систем 
сегментации без нажатия кнопки [5]. Роль сегмен-
тации заключается в определении части этого пото-
ка данных, где начинает происходить жест. Для того 
чтобы решить эту проблему, необходимо определить 

понятие жеста для нашей системы. В качестве при-
мера может послужить следующее описание: жест 
начинается с быстрым ускорением, происходит не-
прерывное изменение направлений, заканчивает-
ся почти в устойчивом положении и длится более 
чем 0,8 секунды.

Для захвата жестов, в соответствии с определени-
ем, необходимо сделать некоторые предварительные 
обработки на трехмерном потоке данных. Прежде все-
го определение включает в себя заявления об изме-
нении ускорения, поэтому необходимо считать про-
изводную по времени. Во-вторых, нужно вычислить 
размер вектора, потому что система должна быть ин-
вариантной относительно порядка осей.

	
2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k k kH x x y y y y- - -= - + - + - .	 (1)
Это значение может продемонстрировать изме-

нения в ускорении и направлении тоже, но значение 
этой переменной может слишком быстро изменить-
ся на большое значение. Значит, необходимо исполь-
зовать значение скользящей средней. Предлагается 
применение экспоненциальной скользящей средней 
как наиболее быстрой и менее ресурсоемкой.

	 1(1 )Hk k HkEMA H EMAa a -= + - .	 (2)

Выход сегментации является переменной, но век-
тор данных — трехмерный, значит, имеем матрицу 
размером 3 × k. В режиме обучения она сохраняется 
в файл в системе с соответствующей пометкой. В ре-
жиме распознавания требуется решить, похожа ли ма-
трица на один из жестов. Здесь есть два метода, кото-
рые позволяют это проверить.

Применение математических моделей для распознавания динамических процессов...
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Скрытая марковская модель. Скрытая марков-
ская модель (СММ) — это инструмент статистиче-
ского моделирования, который может быть применен 
для моделирования временных рядов с простран-
ственной и временной изменчивостью. Как было упо-
мянуто ранее, она часто используется для распоз-
навания жестов, но также имеет многочисленные 
приложения в распознавании речи [5].

Скрытые модели Маркова являются статистиче-
ским методом, характеризующим наблюдаемые об-
разцы дискретных данных. Однако прежде чем ис-
пользовать этот метод, необходимо решить три 
основные проблемы: проблема оценки, проблема де-
кодирования и задача обучения. Марковская цепь за-
дается начальным распределением вероятностей 

0 ( )xr  и вероятностями перехода T (x’; x). T (x’; x) — 
это распределение следующего элемента в цепи в за-
висимости от предыдущего; распределение на (t + 1)-м 
шаге равно

	 1( ) ( ; ) ( ) .t tx T x x x dxr r+ ¢ ¢= ò 	 (3)

В дискретном случае T (x’; x) — это матрица вероят-
ностей переходов между состояниями p(x’ = i|x = j) [6].

Скрытые модели Маркова представляют собой 
набор состояний, связанный переходами [5]. Каждое 
состояние характеризуется двумя наборами веро-
ятностей: вероятностью перехода и дискретным 
распределением вероятности выхода или функция 
плотности вероятности, которая, учитывая состоя-
ние, определяет условную вероятность появления 
входного символа из конечного алфавита или не-
прерывного случайного вектора. Формально СММ 
определяется:

{ }1 2, , , MO o o o=   — алфавит на выходе. Наблюдае
мые символы соответствуют физическим выходным 
данным моделируемой системы, в нашем случае трех-
мерный вектор со значением ускорения.

{ }1,2, ,NW=   — множество состояний, представ-
ляющих последовательность. Эти состояния являют-
ся скрытыми и для многих практических приложений, 
которые часто являются некоторыми физическими 
значениями, связанными с состоянием модели;

{ }ijA a=  — матрица вероятностей перехода, где 
ija  — вероятность перехода из состояния i в состоя-

ние j, т. е.:

	 1( ),  1 , ,  1 1.ij t ta P S j S i i J N t T+= = = £ £ £ £ - 	 (4)

{ }( )jB b k=  — матрица вероятностей выхода, где 

( )jb k  — вероятность появления символа kO , в состо-
янии j [6]:

	
),  1 ,  

( ) ( .
1 ,  1
t

j t k

S i j N
b k P X o

t T k M
= £ £

= =
£ £ £ £

	 (5)

{ }ip p=  — распределение начальных состояний, где

	 1( ),  1 .i P S i i Np = = £ £ 	 (6)

Так как есть величины-вероятности, то они долж-
ны отвечать следующим требованиям:

	
1 1 1

1,0   ( ) 1,0   1,0N M N
ij j ij k i
a b k p

= = =
= = =å å å .	 (7)

В дальнейшем будет использоваться запись вида  
Ф = ( , , ).A B p

Кроме того, следует отметить разницу между дис-
кретными СММ и непрерывными в функциях вероят-
ностей выхода. Первым делом требуется переопреде-
лить функцию плотности ( ),jb x  которая теперь 
становится классификатором [2]. Использовав гаус-
сиан, получим:

	
1 1

( ) ( , , ) ( ),M M
j jk jk jk jkk jk k

b x c N x c b xm
= =

= =å å å 	 (8)

где x –моделируемый вектор; jkm  — вектор математи-
ческого ожидания, вектор ковариации .

jkå
На практике модели зависят от источника сигна-

ла. У акселерометра есть три оси, и данные посыла-
ются, соответственно, тройкой вида

	 [ ], , .t t tx x y z= 	 (9)

Вектор математического ожидания

	 , , .x y zm m m mé ù= ê úë û 	 (10)

Матрица ковариации
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Определитель матрицы ковариации:

	
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2       .
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å 	 (12)

Формула обратной матрицы ковариации:
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Проблема оценки. Проблема оценки в СММ за-
ключается в следующем: дана наблюдаемая последо-
вательность 1 2 Tx x x x=   и  модель Ф = ( , , ).A B p  
Как эффективно вычислить P(x|Ф) — вероятность по-
явления наблюдаемой последовательности?
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Предположим, что значение переменной ( )t ia  
определено следующим образом:

	 1 2( ) ( ,t t ti P x x x S ia = = Ф).	 (14)

т. е. вероятность наблюдения части последовательно-
сти 1 2 ,tx x x  начиная с состояния i, в момент време-
ни t, для модели Ф. Можно найти ( )t ia  методом ма-
тематической индукции:

	 1 1( ) ( ),    1 .i ii b x i Na p= £ £ 	 (15)

Индуктивно:

	 1 11
( ) ( ),  

           1 ,   1 1.

N
t t ij j ti

i b x

j N t T

a a a+ +=
é ù= ê úë û
£ £ £ £ -

å 	 16

Решение:
	 Р(х|Ф)

1
( ).N

Ti
ia

=
=å 	 (17)

В общем‑то в этой ситуации достаточно рассмо-
треть процедуру «вперед» для решения данной про-
блемы. Процедура «назад» будет частично применять-
ся в разрешении проблемы обучения [6].

Аналогично написанному выше получим, что

	 1 2( ) ( ,t t t T ti P x x x S ib + += = Ф),	 (18)

т. е. вероятность наблюдения части последовательно-
сти 1 2 ,t t Tx x x+ +   начиная с состояния i, в момент вре-
мени t, для модели Ф. Можно найти аналогично ме-
тодом математической индукции:

	 1,0,   1 .T i Nb = £ £ 	 (19)

Индуктивно:

	 1 11
( ) ( ) ( ),  

           1 1,   1 .

N
t ij j t tj
i b x b i

T t i N

b a + +=
=

- ³ ³ £ £
å 	 (20)

Проблема декодирования. Дана наблюдаемая по-
следовательность 1 2 Tx x x x=   и модель Ф = ( , , ),A B p  
как выбрать надлежащую последовательность состо-
яний 1 2 ,TQ S S S=   которая лучшим образом объяс-
няет наблюдения?

Для того чтобы найти лучшую последовательность 
состояний Q для наблюдаемой последовательности x, 
требуется определить величину [5]:

	 1 2 1 2
1 2 1

max( ) ( ,t t t
t

i P S S S i x x x
S S S

d
-

= = 



Ф),	 (21)

т. е. фактически наибольшую вероятность на про-
тяжении всего наблюдения, начинающегося в мо-
мент t и заканчивающегося состоянием i. Для полу-
чения последовательности состояний следует 
отслеживать аргумент, который максимален для пре-
дыдущего значения величины δ. Для этого потребу-
ется переменная ( ) :t iy

	 1 1 1( ) ( ),   ( ) 0,1i ii b x i i Nd p y= = £ £ .	 (22)

Индуктивно:

	 1
max( ) ( ) ( )

1t t ij j ti i a b x
i N

d d -
é ù= ê úë û£ £

;	 (23)

1 1( ) arg max ( ) ,

             2 ,   1 .
t i N t iji i a

t T j N

y d£ £ -
é ù= ê úë û

£ £ £ £
Решение:

	 [ ] [ ]1 1max ( ) ,   S arg max ( )i N T T i N TP i id d* *
£ £ £ £= = 	 (24)

Откуда следует, что последовательность:

	 1 1( ),   1 1t t tS S T ty* *
+ += - ³ ³ .	 (25)

Проблема обучения. Пожалуй, самая сложная 
проблема СММ заключена в определении метода 
для подстройки параметров модели ( , , )A B p  и уве-
личения сходства вероятности наблюдения после-
довательности с моделью. Так как можно наблю-
дать только конкретные последовательности, нет 
единого способа определения параметров модели. 
Однако можно выбрать Ф = ( , , ),A B p  чтобы локаль-
но максимизировать P(x|Ф), используя итеративные 
методы [5, 6]. Одним из них является алгоритм 
Баума-Велша.

Прежде чем начать описывать процесс переопре-
деления (итеративного обновления и улучшения) па-
раметров СММ, следует объявить ( , )t i jx  — вероят-
ность нахождения в состоянии i в момент времени t 
и состоянии j, в следующий момент времени t + 1 
для исходной и наблюдаемой модели:

	 1( , ) ( , ,t t ti j P S i S j xx += = = Ф).	 (26)

Можно записать, как:

	

1 1

1 1

1 11 1

( ) ( ) ( )
( , )

(  )
( ) ( ) ( )

.
( ) ( ) ( )

t ij j t t
t

t ij j t t
N N

t ij j t ti j

i b x j
i j

P x
i b x j

i b x j

a a b
x

a a b

a a b

+ +

+ +

+ += =

= =

=
å å

	 (27)
Ф

Также следует объявить ( )ty i  — вероятность на-
хождения в состоянии i в момент времени t наблюда-
емой последовательности и модели. Для этого доста-
точно суммировать ( , )t i jx  по j:

	
1

( ) ( , )N
t tj
y i i jx

=
=å .	 (28)

Анализируя (28), можно выявить вспомогатель-
ные свойства:

1

1
( )T

tt
y i-

=å  — ожидаемое количество переходов из со-

стояния i;

1

1
( , )T

tt
i jx

-

=å  — ожидаемое количество переходов 

из состояния i в состояние j.

Применение математических моделей для распознавания динамических процессов...
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Зная смысл этих значений, можно вывести форму-
лы переопределения параметров СММ:

	 1ˆ ( )y ip= .	 (29)

	
1

1
1

1

( , )
ˆ

( , )

T
tt

ij T
tt

i j
a

y i j

x
-

=
-

=

=
å
å

.	 (30)

	 ( ) ( )
( )

1

1

      ˆ
T
t t t k

j T
t t

j x o
b k

j
γ

γ
=

=

=
= ∑

∑
.	 (31)

Непрерывно:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )1 1

, ,
,

, ,
jk t jk jkt

N M
j t m jm t jm jm

c N xj t j
t j k

j t j c N x

µα β
γ

α β µ= =

  
=   

     

∑
∑ ∑ ∑

.(32)
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1

1 1
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,

T
t t

jk T M
t k t

j k
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j k
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γ
=
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= ∑
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.	 (33)
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t t t
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t t

j k x
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γ
=

=
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∑

.	 (34)

( )( )( )
( )

1

1

,
,

tT
t t t jk t jk

jk T
t t

j k x x
j k

γ µ µ

γ
=

=

− −
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.	 (35)

Метод опорных векторов. Основная идея ме-
тода опорных векторов (далее — МОВ) — перевод 
исходных векторов в пространство более высокой 
размерности и поиск разделяющей гиперплоскости 
с максимальным зазором в этом пространстве. Две па-
раллельных гиперплоскости строятся по обеим сторо-
нам гиперплоскости, разделяющей наши классы [7, 8]. 
Разделяющей гиперплоскостью будет гиперплоскость, 
максимизирующая расстояние до двух параллельных 
гиперплоскостей. Алгоритм работает в предположе-
нии, что чем больше разница или расстояние между 
этими параллельными гиперплоскостями, тем мень-
ше будет средняя ошибка классификатора. Чтобы ис-
пользовать МОВ, необходимо преобразовать матрицы 
вида 3 × k в вектор фиксированной длины. Эти стати-
стические данные описывают направление и динами-
ку жеста. Для того чтобы данные по всем измерениям 
были равны, требуется применить z-нормализацию.

Следует отметить, что МОВ используется для реше-
ния задач бинарной классификации, цель которых заклю-
чена в поиске гиперплоскости, которая бы максимально 
разделила два класса выборки в пространстве признаков.

Предположим, что есть два жеста G1, G2, которые 
требуется классифицировать. Заметим, что обучаю-
щая выборка с количеством элементов n выглядит [7]:

	 ( ){ }, , 1,..., ,i ig i nτ = 	 (37)

где d
i Rτ ∈  представляет вектор состояний жестов 

(39) и [6]
	 { 1,                     G1

1,                     G2
i

iig
τ
τ

+
−= 	

Возникает проблема оптимизации нескольких эле-
ментов:

	 ( ) ( ), 1
1 ,
2

n
i j i j i j i jW g g Kα α α τ τ== ∑ .	 (39)

При:	  1  0,n
t i ig α= =∑ 	 (40)

	 0 ,  1,  ..., C i nα≤ ≤ = ,	 (41)

где iα — множитель Лагранжа; ( ),i jK τ τ  — функ-
ция-ядро. 

Тогда классифицирующая функция будет иметь 
вид:
	 ( ) ( )( )f x sign h x= 	 (42)

	 ( ) ( )* *
1 , ,n

t i i i jh x g K bα τ τ== +∑ 	 (42)

где * *,i bα — оптимальное решение.
Однако распознавание жестов подразумевает рас-

познавание более двух жестов. Для этого требует-
ся реализация многоклассового МОВ. Допустимым 
решением здесь будет приведение проблемы много-
классового распознавания к ряду проблем бинарного 
распознавания. Здесь применимы два метода для по-
строения многоклассового классификатора: один-про-
тив-одного (one-versus-one) и один-против-всех (one-
versus-all) [8].

Выводы. Оба метода не являются ресурсоемкими 
во время распознавания и способны работать в ус-
ловиях ограниченной рациональности, тем самым 
потребляя незначительные вычислительные спо-
собности устройства, на котором они будут использо-
ваться. Для обучения данных алгоритмов не требует-
ся применения специфических функций, реализация 
которых требует определенных конкретных требо-
ваний, а значит, они могут быть реализованы кросс
платформенно. Достаточно сложное математическое 
обоснование алгоритмов скрытой марковской моде-
ли в рамках данной статьи было сведено к вычисле-
нию нескольких коэффициентов, а в методе опорных 
векторов выведено, что его суть сводится в опти-
мально подобранном ядре функции-классификато-
ра. Тем самым данные методы не требуют больших 
вычислительных мощностей для непосредственной 
работы алгоритмов.

т.к.

ˆ

является
является



1. Vogler C., Metaxas D. A framework for recognizing the 
si-multaneous aspects of American sign language // Comput-
er Vision and Image Understanding. — 2001. — Vol. 81, № 3.

2. Pylv A. N. Ainen T. Accelerometer based gesture recog-
nition using continuous HMMs // Lecture Notes in Computer 
Science (IbPRIA 2005 Proceedings). — 2005.

3. Tuulari E., Ylisaukko-Oja A. SoapBox: A platform for 
ubiquitous computing research and applications // Lecture 
Notes in Computer Science. — 2002. — Vol. 2414.

Rett  J., Dias  J.  Gesture Recognition Using a Marionette 
Model and Dynamic Bayesian Networks // Lecture notes in 
computer science. — 2006. — Vol. 4142.

4.  Hoffman  F. G., Heyer  P., Hommel  G.  Velocity profile 
based recognition of dynamic gestures with discrete hidden 
Markov models // Gesture and Sign Language in Human-Com-
puter Interaction. — 1997.

5.  Jiahui Wu, Gang Pan, Daqing Zhang, Guande Qi and 
Shijian Li. Gesture Recognition with a 3‑D Accelerometer. — 
Springer-Verla; Berlin Heidelberg, UIC 2009. — LNCS 5585.

6. Bartlett P., Shawe-Taylor J. Generalization performance 
of support vector machines and other pattern classifiers // Ad-
vances in Kernel Methods. — Cambridge, 1998.

7. Burges C. J.C. Geometry and invariance in kernel based 
methods // Advances in Kernel Methods / Ed. by B. Scholkopf, 
C. C. Burges, A. J. Smola. — MIT Press, 1999.

8. Alon  J., Athistos V., Yuan Q. and Sclaroff S. Simulta-
neous Localization and Recognition of Dynamic Hand Ges-
tures // Proceedings of WACV MOTION’05. — Breckenridge, 
2005. — Vol. 2.

8. Ong C. W., Ranganath S., Venkatesh Y. V. Understanding 
gestures with systematic variations in movement dynamics // 
Pattern recognition. — 2006. — Vol. 39, № 9.

Применение математических моделей для распознавания динамических процессов...

Библиографический список


