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Рассматривается математическая модель
фильтрации в тонком пороупругом слое. Для
описания процесса используются законы сохране-
ния масс, закон Дарси, реологический закон типа
Максвелла и уравнение сохранения импульса си-
стемы. Рассмотрены различные режимы движе-
ния в зависимости от поведения возникающих в
задаче малых параметров.
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We consider mathematical model of filtration in
thin poroelastic layer. For describing this process
we use the laws of conservation of mass, Darcy’s
law, the rheological Maxwell law and the equation of
conservation of momentum for system. We consider
the different regimes of motion, depending of the
behavior of small parameters arising in problem.

Key words: two-phase filtration, poroelastic layer,
viscoelasticity.

Введение. В основу математической модели
фильтрации в пороупругом слое положены урав-
нения сохранения массы для каждой из фаз без
учета фазовых переходов, закон Дарси, учитыва-
ющий движение твердого скелета, реологический
закон типа Максвелла и уравнение сохранения
импульса системы [1–3]. Вопросы разрешимости
одномерных задач для этой модели исследовались
в работах [4–5].

Уравнения модели Рассматривается следу-
ющая система уравнений составного типа

∂(1−ϕ)
∂t + div((1− ϕ)v⃗s) = 0,

∂ϕ
∂t + div(ϕv⃗f ) = 0,

(1)

ϕ(v⃗f − v⃗s) = −Kϕn

µ
(∇pf + ρf g⃗), (2)

1

1− ϕ

dϕ

dt
= −ϕm

ν
pe − ϕbβϕ

dpe
dt

, (3)

ρg⃗+ div

(
(1− ϕ)ν

(
∂v⃗s
∂x⃗

+

(
∂v⃗s
∂x⃗

)∗))
−∇ptot = 0,

(4)
ptot = ϕpf + (1− ϕ)ps,

pe = (1− ϕ)(ps − pf ), ρ = ϕρf + (1− ϕ)ρs,

(5)

где ρf , ρs, v⃗s, v⃗f – соответственно истинные плот-
ности и скорости фаз; ϕ – пористость; g⃗ = (0,−g)–
плотность массовых сил; k – проницаемость, µ –
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коэффициент динамической вязкости жидкости;
ν, βϕ, b,m – параметры твердой фазы; ptot – общее
давление (заданная функция). Задача записана в
эйлеровых координатах (t, x, z). Истинные плот-
ности ρs, ρf принимаются постоянными. Искомы-
ми являются величины ϕ, vs, vf , pf , ps.

Проведем обезразмеривание уравнений (1)–
(5). Пусть x̄, z̄, t̄ – безразмерные переменные,
определенные равенствами

x̄ =
x

L
, z̄ =

z

H
, t̄ = εkτ0t, ε =

H

L
≪ 1,

где [L] = [H] = [м], [τ0] = [1/с]; k – произвольное
вещественное число.

Положим:

pf (t, x, z) = αp̄(t̄, x̄, z̄) = αp̄(εkτ0t,
x

L
,
z

H
),

vis(t, x, z) = βiv̄is(t̄, x̄, z̄) = βiv̄is(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

vif (t, x, z) = βiv̄if (t̄, x̄, z̄) = βiv̄if (ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

ptot(t, x, z) = αp̄tot(t̄, x̄, z̄),

ρfg =
α

H
ρ̄f ḡ, ρsg =

α

H
ρ̄sḡ.

Здесь [βi] =[м/с], [α] =[Па], а все функции с верх-
ней чертой являются безразмерными.

Система (1)–(5) в скалярной форме преобразу-
ется к виду

εkτ0
∂(1−ϕ)

∂t̄ + β1

L
∂v̄1

s(1−ϕ)
∂x̄ + β2

H
∂v̄2

s(1−ϕ)
∂z̄ = 0,

εkτ0
∂ϕ
∂t̄ + β1

L

∂v̄1
f (1−ϕ)

∂x̄ + β2

H

∂v̄2
f (1−ϕ)

∂z̄ = 0,

(6)
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ϕ(β1v̄1f − β1v̄1s) = −Kϕn

µ
α
L

∂p̄
∂x̄ ,

ϕ(β2v̄2f − β2v̄2s) = −Kϕn

µ

(
α
H

∂p̄
∂z̄ − α

H ρ̄f ḡ
)
,

(7)

1

1− ϕ

(
εkτ0

∂ϕ

∂t̄
+ β1v̄1s

1

L

∂ϕ

∂x̄
+ β2v̄2s

1

H

∂ϕ

∂z̄

)
=

= −ϕm

ν
α(p̄tot − p̄)− ϕbβϕ(ε

kτoα
∂(p̄tot − p̄)

∂t̄
+

+β1v̄1s
α

L

∂(p̄tot − p̄)

∂x̄
+ β2v̄2s

α

H

∂(p̄tot − p̄)

∂z̄
), (8)

2
β1

L2

∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂x̄

)
+

β1

H2

∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
+

+
β2

HL

∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2s
∂x̄

)
=

α

Lν

∂ptot
∂x̄

, (9)

− α

Hν
ρg+

β2

L2

∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2s
∂x̄

)
+2

β2

H2

∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2s
∂z̄

)
+

+
β1

HL

∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
=

α

Hν

∂p̄tot
∂z̄

. (10)

Для получения безразмерной формы уравне-
ний следует положить

β1 = εkτ0L, β2 = εkτ0H.

После этого системе (6)–(10) можно придать
вид

∂(1−ϕ)
∂t̄ + div((1− ϕ)v̄s) = 0,

∂ϕ
∂t̄ + div(ϕv̄f ) = 0,

(11)

εkτ0µL
2

αK ϕ(v̄1f − v̄1s) = −ϕn ∂p̄
∂x̄ ,

εk+2τ0µL
2

αK ϕ(v̄2f − v̄2s) = −ϕn
(

∂p̄
∂z̄ − ρ̄f ḡ

)
,

(12)

εkτ0ν

α(1− ϕ)

dϕ

dt̄
= −ϕm(p̄tot − p̄)−

−εkτ0νβϕϕ
b d(p̄tot − p̄)

dt̄
, (13)

2εk
∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂x̄

)
+ εk−2 ∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
+

+εk
∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2s
∂x̄

)
=

α

ντ0

∂ptot
∂x̄

, (14)

τ0ν
α (εk+2 ∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
+ 2εk ∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

+εk ∂
∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= ρ̄ḡ + ∂p̄tot

∂z̄ .

(15)
В системе (11)–(15) коэффициенты

τ0µL
2

αK , τ0ν
α , τ0νβϕ безразмерные. Парамет-

ры µ, ν, βϕ, τ0, L,K фиксированы. Свободным
остается параметр α, от выбора которого будет
зависеть вид системы после предельного перехода
при ε → 0.

1. Пусть k ≥ 2 и α = εkµτ0. Тогда при ε → 0
приходим к системе

∂(1−ϕ)
∂t̄ + div((1− ϕ)v̄s) = 0,

∂ϕ
∂t̄ + div(ϕv̄f ) = 0,

L2

K ϕ(v̄1f − v̄1s) = −ϕn ∂p̄
∂x̄ ,

∂p̄
∂z̄ = ρ̄f ḡ,

1

1− ϕ

dϕ

dt̄
= −µ

ν
ϕm(p̄tot − p̄),

∂

∂z

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
= 0,

2
∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2s
∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
=

=
µ

ν
(ρg +

∂ptot
∂z̄

).

2. Пусть k = 2 и α не зависит от ε. Тогда после
предельного перехода получим следующую систе-
му

∂(1−ϕ)
∂t̄ + div((1− ϕ)v̄s) = 0,

∂ϕ
∂t̄ + div(ϕv̄f ) = 0,

∂p̄

∂x̄
= 0,

∂p̄

∂z̄
= ρ̄f ḡ,

p̄tot = p̄

∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
=

α

ντ0

∂p̄tot
∂x̄

,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z

.

3. Пусть k < −2 и α не зависит от ε. Тогда по-
сле предельного перехода приходим к следующей
системе

∂(1−ϕ)
∂t̄ + div((1− ϕ)v̄s) = 0,

∂ϕ
∂t̄ + div(ϕv̄f ) = 0,

(16)

v⃗s = v⃗f , (17)

1

1− ϕ

dϕ

dt̄
= −αβϕϕ

m d(p̄tot − p̄)

dt
, (18)

∂

∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1s
∂z̄

)
= 0, (19)

2 ∂
∂z̄

(
(1− ϕ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+ ∂

∂x̄

(
(1− ϕ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0. (20)
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Рассмотрим систему (16)–(20). Из (16) следует,
что 1

1−ϕ
dϕ
dt̄ = divv̄s = 0. Тогда из уравнения (18)

получим d(p̄tot−p̄)
dt̄ = 0, т.е. ϕ и ptot−p сохраняются

вдоль характеристик уравнения (16). Для нахож-
дения v̄1s , v̄

2
s используется система (19)–(20).

Для линеаризованных уравнений (19) и (20)
легко получить представление для компонент ско-
ростей v̄1s , v̄

2
s вида v̄1s = A(t̄)z̄ + B(x̄, t̄), v̄2s =

−zB′
x̄(x̄, t̄) + C(x̄, t̄), где A(x̄, t̄), B(x̄, t̄), C(x̄, t̄) –

произвольные функции, которые могут быть най-
дены после задания начальных и краевых усло-
вий.

После этого возвращаемся к характеристиче-
ской системе и получаем представление для ϕ и
p̄. Тем самым ϕ, v⃗s, v⃗f , pf найдены, а давление ps
находится из соотношения (5).
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