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Тающий снег рассматривается как трехфазная
среда, состоящая из воды, воздуха, льда. Мате-
матическая модель, учитывающая фазовые пере-
ходы и капиллярный скачок, строится на осно-
ве уравнений сохранения массы, энергии, законов
Дарси и формулы Лапласа. Рассматриваются во-
просы обоснования модели.
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Melting snow is considered as a three-phase
medium consisting of water, air and ice. A
mathematical model taking into account the phase
transitions and capillary jump, is based on the
equations of conservation of mass, energy, Darcy’s
law and the Laplace formula. The problems of model
validation are considered.

Key words: two-phase filtration, capillary jump,
heat and mass transfer.

Введение. В последнее время возрос интерес
к задачам, связанным с динамикой снежного по-
крова, – движение снежных лавин [1, 2], форми-
рование стока на речном водосборе [3–5], распро-
странение загрязнений в тающем снеге [6]. В этих
задачах снег рассматривается как пористая сре-
да, твердый каркас которой составляют частички
льда. В процессе таяния в пористой среде проис-
ходит совместное движение воды, воздуха и льда
[3, 7, 8].

Следуя [5–8], будем рассматривать тающий
снег как сплошную среду, состоящую из подвиж-
ной (w) и связанной (b) воды, льда (i) и воздуха
(a). Подвижная вода фильтруется в снеге, а свя-
занная – неподвижна относительно порового ске-
лета, движением водяного пара пренебрегают.

Каждая компонента ν (ν = w, b, i, a) смеси за-
нимает объемную долю ϕν (в единице объема сме-
си). По определению имеем

0 ≤ ϕν ≤ 1, ϕi + ϕw + ϕb + ϕa = 1.

Пористость (доля пор в единице объема) мо-
жет быть выражена из равенства

ϕp = ϕw + ϕb + ϕa = 1− ϕi.

Объемные доли подвижной воды, связанной
воды и воздуха (на единицу объема пор) вводятся
следующим образом

θw = ϕw/ϕP , θb = ϕb/ϕP , θa = ϕa/ϕP .

*Работа выполнена при финансовой поддержке госу-
дарственного задания Министерства образования и науки
Российской Федерации №1.3820.2011 и гранта РФФИ (про-
ект 13-08-01097).

Также вводятся общая насыщенность воды
Sw = θw + θb, остаточная насыщенность воды
Swi = θb и эффективная насыщенность воды

Se =
Sw − Swi

1− Swi
=

θw

1− θb
.

По определению приведенные (ρi, ρw, ρb, ρa)
и истинные (ρI , ρW , ρA) плотности для каждой
компоненты связаны равенствами:

ρi = ϕiρI , ρw = ϕwρW , ρb = ϕbρW , ρa = ϕaρA.

Уравнение баланса массы для компоненты ν:

∂ρν

∂t
+

∂

∂z
(ρνvν) = mν ,

где mν =
∑

j m
νj , mνj – интенсивность перехо-

да массы из j-й в ν-ю составляющую в единице
объема в единицу времени; vν – скорость фазы.

В медленном потоке, который преобладает в
тающем снеге, ускорениями пренебрегают. Урав-
нения сохранения импульса для каждой компо-
ненты ν представляют в виде:

−∂p
ν

∂z
+ ρνg + ρBν =

1

2

∑
ω

mνω(vν − vω),

где g – ускорение силы тяжести; ρ =
∑

j ρ
j – плот-

ность смеси; pν – давление; Bν – тормозящая сила,
возникающая из-за межфазного взаимодействия.

Предполагается, что температура T является
общей для всех фаз и уравнение сохранения энер-
гии имеет вид∑

ν

[
ρνCN

p

DνT

Dt
− ρνrν − pν

ϕν
Dνϕ

ν

Dt

]
=
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=
∂

∂z

(∑
ν

ϕνKN ∂T

∂z

)
+ (miw +mib)Liw.

Здесь Dν

Dt = ∂
∂t + vν ∂

∂z , CN
p – теплоемкость при

постоянном давлении смеси; rν – внешний поток
тепла;KN – теплопроводность смеси; Liw – удель-
ная теплота плавления льда.

Движение воды и воздуха трактуется как дви-
жение двух несмешивающихся жидкостей, подчи-
няющихся закону Дарси:

ρBw = pW
∂ϕw

∂z
− µw

kw
(ϕw)2(vw − vi),

ρBa = pA
∂ϕa

∂z
− µa

ka
(ϕa)2(va − vi),

где µw, µa – вязкости воды и воздуха; kw, ka –
проницаемости, связанные с эффективными про-
ницаемостями krw, kra равенствами krw = kw/k,
kra = ka/k; k – внутренняя проницаемость (k =
a exp bϕp; a, b, p – параметры). Предполагается,
что krw = krw(Se) (в частности, krw = (Se)

n).
Согласно формуле Лапласа разность давлений

воды и воздуха связана с капиллярным давлением
pC :

pC = pA − pW > 0.

Капиллярное давление также зависит от Se,
т.е. pC = pC(Se).

Таким образом, приходим к следующей систе-
ме уравнений сохранения массы для каждой фазы
и уравнений сохранения импульса

ρI
{
∂ϕi

∂t
+

∂

∂z
(ϕivi)

}
= mi;

ρW
{
∂ϕw

∂t
+

∂

∂z
(ϕwvw)

}
= mwb − ηmi;

ρW
{
∂ϕb

∂t
+

∂

∂z
(ϕbvi)

}
= −mwb − (1− η)mi;

∂

∂t
(ϕaρA) +

∂

∂z
(ϕaρAva) = 0;

−∂p
W

∂z
+ ρW g − µW

kw
ϕw(vw − vi) =

1

2ϕw
(ηmi−

−mwb)(vi − vw)− ∂pA

∂z
+ ρAg − µA

ka
ϕa(va − vi) = 0.

После некоторых преобразований полученной
системы и привлечения соотношения

T = TM + 8× 10−7pC − 5× 10−7d−1

приходим к следующему уравнению для эффек-
тивной насыщенности

∂

∂t
(ϕeSe)+

ρW g

µW /k

∂

∂z
(krw)+

1

µW /k

∂

∂z

(
krw

∂pC

∂z

)
+

+
∂

∂z
(ϕeSev

i) = mwb − ηmi.

Данное уравнение является параболическим и
вырождается на решении (при Se = 0). После на-
хождения Se можно определить и другие пара-
метры задачи. Рассматривается упрощенная мо-
дель, которая подразумевает, что лед неподвижен
и отсутствуют фазовые переходы изо льда и в лед
vi ≡ 0, mi ≡ 0. При этих предположениях чис-
ленные расчеты задач изотермической фильтра-
ции воды в снеге проводились в работе [8].

Таким образом, при построении математиче-
ских моделей снежного покрова в период снего-
таяния используются общие принципы динамики
многофазных сред. Особенностью этих моделей
является обязательный учет фазовых переходов
и, как правило, использование фильтрационного
приближения (малые скорости и ускорения про-
текающих процессов).

В настоящей работе рассматривается матема-
тическая модель, состоящая из уравнений сохра-
нения массы для каждой из фаз с учетом фазо-
вых переходов, уравнений двухфазной фильтра-
ции Маскета-Леверетта и уравнения теплового ба-
ланса для снега:

∂ρi
∂t

+ div(ρiu⃗i) =
3∑

j=1

Iji, i = 1, 2, 3,

Iji = −Iij ,
3∑

i,j=1

Iij = 0; (1)

v⃗i = −K0
k0i
µi

(∇pi + ρ0i g⃗), i = 1, 2,

p2 − p1 = pc(s1, θ),
2∑

i=1

si = 1; (2)

(
3∑

i=1

ρ0i ciαi)
∂θ

∂t
+ (

3∑
i=1

ρ0i civ⃗i)∇θ =

= div(λc∇θ) + ν
∂ρ03α3

∂t
. (3)

Здесь u⃗i – скорость i-й фазы; ρi – приведен-
ная плотность, связанная с истинной плотностью
ρ0i и объемной концентрацией αi соотношением
ρi = αiρ

0
i (условие

∑3
i=1 αi = 1 является след-

ствием определения ρi); Iji – интенсивность пе-
рехода массы из j-й в i-ю составляющую в еди-
нице объема в единицу времени; v⃗i = msiu⃗i –
скорости фильтрации воды и воздуха; m – пори-
стость снега; s1, s2 – насыщенности воды и воз-
духа (α1 = ms1, α2 = ms2, α3 = 1 − m); K0 –
тензор фильтрации; k0i – фазовые проницаемости
(k0i = k0i(si) ≥ 0, k0i

∣∣
si=0

= 0); µi – динамиче-
ская вязкость; pi – давление фаз; pc – капилляр-
ное давление, g⃗ – вектор ускорения силы тяже-
сти; θ – температура среды (θi = θ, i = 1, 2, 3,
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ci = const > 0 – теплоемкость i-й фазы при по-
стоянном объеме; ν = const > 0 – удельная тепло-
та плавления льда; λc – теплопроводность снега
(λc = ac + bcρ

2
c , ρc =

∑3
i=1 ρ

0
iαi, ac = const > 0,

bc = const > 0).
Система дополняется гипотезами [5]

u⃗3 = 0, I13 = I13(θ), I12 = 0,

I23 = 0, ρ0i = const. (4)

После этих гипотез из уравнения неразрывно-
сти для льда следует ∂ρ0

3(1−m)
∂t = I31(θ). В част-

ности, можно считать, что пористость – функция
температуры.

Классические задачи фильтрации о движении
двух несмешивающихся несжимаемых жидкостей
в пористой среде основаны на модели Маскета-
Леверетта [9]. В большинстве задач пористость
считается постоянной либо заданной функцией
точки [10]. В [10, 11] построена теория для систе-
мы (1)–(3) в случае m = m(x). Важным момен-
том этой теории является доказательство класси-
ческого принципа максимума для насыщенности
0 ≤ s ≤ 1.

В общем случае задача (1)–(4) является очень
сложной и изучена лишь в автомодельной поста-
новке [12–14]. Целью работы является анализ раз-
решимости системы (1)–(4) при заданной темпе-
ратуре θ(x, t), т.е. в случае зависимости пористо-
сти от x, t.

Задача двухфазной фильтрации в таю-
щем снеге

Преобразование уравнений. Считая тем-
пературу заданной, систему (1)–(2) с учетом до-
полняющих гипотез (4) можно привести к виду:

∂

∂t
(ms1ρ

0
1) + div(ρ01v⃗1) = I31, (5)

∂

∂t
(ms2ρ

0
2) + div(ρ02v⃗2) = 0, (6)

∂

∂t
(ρ03(1−m)) = I13 = −I31, (7)

vi = −K0
k0i
µi

(∇pi + ρ0i g), i = 1, 2,

p2 − p1 = pc(s1, θ). (8)

Сложив уравнения (5) и (7), получим преобра-
зованное уравнение неразрывности первой фазы

∂

∂t
(ms1ρ

0
1 + ρ03(1−m)) + div(ρ01v⃗1) = 0.

Складывая уравнения неразрывности (5) и (6),
предварительно поделенные на ρ01 и ρ02 соответ-
ственно, и учитывая равенство s1+ s2 = 1, прихо-
дим к соотношению

∂

∂t

(
m+

ρ03
ρ01

(1−m)

)
+ divv⃗ = 0, (9)

в котором v⃗ = v⃗1+v⃗2 – вектор суммарной скорости
фильтрации.

Введем новую искомую функцию [2]

p = p1 −
1∫

s

∂pc
∂s

k02
µ2

1
k01

µ1
+ k02

µ2

dξ, (10)

где s = s1, k = k̄01 + k̄02, k̄0i = k0i

µi
. Чтобы объ-

яснить такой выбор искомой функции, выразим
предварительно вектор v⃗ из уравнений (8) через
∇p1 и ∇s

−v⃗ = K1(∇p1 + ρ01g⃗) +K2(∇p2 + ρ02g⃗),

где Ki = K0k̄0i, и с учетом p2 = p1 + pc получим

− v⃗ = K1(∇p1 + ρ01g⃗) +K2(∇(p1 + pc) + ρ02g⃗) =

= K0k

∇

p1 − 1∫
s

∂pc
∂s

k̄02
k
dξ

 +

+

1∫
s

∇∂pc
∂s

k̄02
k
dξ +

k̄02
k

∇pc

+

(
2∑

i=1

Kiρ
0
i⃗ g

)
.

(11)

Заметим, что соотношение (11) получено с ис-
пользованием следующих равенств

∇pc(x⃗, s) = ∇pc +
∂pc
∂s

∇pc,

∇
1∫

s

∂pc
∂s

k̄02
k
dξ =

1∫
s

∇∂pc
∂s

k̄02
k
dξ − ∂pc

∂s

k̄02
k

∇s,

где в ∇pc символ ∇ применяется только по пере-
менной x⃗, входящей явно (например, при n = 3,
∇pc(x⃗, s) =

(
∂

∂x1
pc,

∂
∂x2

pc,
∂

∂x3
pc

)
). Таким обра-

зом,
v⃗ = −(K∇p+ f⃗) ≡ v⃗(s, p), (12)

где f⃗ = K
1∫
s

∇∂pc

∂s
k̄02

k dξ + K2∇pc +

(
2∑

i=1

Kiρ
0
i g⃗

)
,

K = kK0, с помощью подстановки (10) в уравне-
ние (11) вектор v⃗ представляется через ∇p и s и
не зависит от ∇s.

Аналогично с учетом (10) выразим вектор v⃗1
из уравнений (8) через ∇p и ∇s

− v⃗1 = K1(∇p1 + ρ01g⃗) =

= K1

∇

p+ 1∫
s

∂pc
∂s

k̄02
k
dξ

+ ρ01g⃗

 =

= K1

∇p+
1∫

s

∇∂pc
∂s

k̄02
k
dξ − ∂pc

∂s

k̄02
k

∇s+ ρ01g⃗

 ,
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откуда, полагая a = −∂pc

∂s
k̄01k̄02

k и

f⃗0 = K1

1∫
s

∇∂pc

∂s
k̄02

k dξ +K1ρ
0
1g⃗, получим

−v⃗1 = K1∇p+K0a∇s+ f⃗0 ≡ −v⃗1(s, p). (13)

Пользуясь (12), найдем

K1∇p = −K1K
−1(v⃗ + f⃗),

K1K
−1 = k̄01K0(kK0)

−1 = k̄01k
−1 ≡ b(s) ∈ (0, 1),

следовательно, представлению (13) можно при-
дать эквивалентную форму

−v⃗1 = K0a∇s− bv⃗ + F⃗ , F⃗ = f⃗0 − bf⃗ . (14)

Подстановкой (13) в уравнение неразрывности
для первой фазы и (12) в соотношение (9) прихо-
дим к системе уравнений относительно s, p

div(K∇p+ f⃗) =
∂m

(
ρ0
3

ρ0
1
− 1
)

∂t
, (15)

∂

∂t

(
ρ01ms

)
=

∂

∂t
(ρ03m)+

+ div(ρ01(K1∇p+K0a∇s+ f⃗0)), (16)

а при подстановке (14) в (6) – к эквивалентной
системе относительно s, p, v⃗

div(K∇p+ f⃗) =
∂m

(
ρ0
3

ρ0
1
− 1
)

∂t
, (17)

∂

∂t

(
ρ01ms

)
=

∂

∂t

(
ρ03m

)
+

+ div(ρ01(K0a∇s− bv⃗ + F⃗ )). (18)

Капиллярное давление и относительные фазо-
вые проницаемости обладают свойствами

∂pc
∂s

< 0, k = k̄01 + k̄02 > 0, k̄0i|s=0,1 = 0,

и поэтому a(x⃗, s) > 0 при s ∈ (0, 1) и a(x⃗, 0) =
a(x⃗, 1) = 0.

Таким образом, (15)–(16) (или (17)–(18)) пред-
ставляет собой систему, состоящую из эллипти-
ческого уравнения для p(x⃗, t) и вырождающего-
ся при s = 0, 1 параболического уравнения для
s(x⃗, t).

Пусть снег занимает конечную область Ω с
кусочно-гладкой границей Γ = ∂Ω, Γ = Γ1

∪
Γ2,

где Γ1 – граница с непроницаемой поверхностью,
Γ2 – граница с воздухом.

Положим ΩT = Ω × [0, T ], Γ1T = Γ1 × [0, T ],
Γ2T = Γ2×[0, T ], ΓT = Γ1T

∪
Γ2T . Граничные усло-

вия на Γ1T берутся в виде

v⃗ = (K∇p+ f⃗) = v⃗1 = (K1∇p+K0a∇s+ f⃗0) = 0,

(x⃗, t) ∈ Γ1T , (19)

На Γ2T заданы приведенное давление и насы-
щенность

p = p0(x⃗, t), s = s0(x⃗, t), (x⃗, t) ∈ Γ2T . (20)

Начальное условие для насыщенности имеет
вид

s(x, 0) = s0(x⃗, 0), x⃗ ∈ Ω. (21)

Определение решения. Предположим, что
все заданные функции k0i(s), m(x⃗, t), pc(x⃗, s) и
K0(x⃗), через которые выражаются коэффициенты
уравнений (15)–(16), определены при всех (x⃗, s) и
удовлетворяют условиям

(i) ∥k01(s), k02(s), ∥C[0,1] ≤M.∥∇pc∥∞,Ω ≤M ;

(ii) M−1 ≤ [m, k, (K0ξ, ξ)] ≤M ;

(iii) mt ≥ 0;

(iv) 0 < (a, k01, k02), s ∈ (0, 1);

a|s=0,1 = k01(0) = k02(1) = 0.

Функции p0(x⃗, t) и s0(x⃗, t), входящие в гра-
ничные условия, предполагаются заданными при
(x⃗, t) ∈ Ω× [0, T ].

(v)

(∥∥∥∥∂s0∂s
∥∥∥∥
1,ΩT

; ∥∇s∥2,ΩT
; ∥p0,∇p0∥2,∞,ΩT

)
≤M ;

(vi) 0 ≤ s0(x⃗, t) ≤ 1;

Отметим, что в силу определения a, f⃗ , f⃗0 и F⃗
имеем∣∣∣∣∣ln a

k̄01k̄02
;

f⃗

k̄01k̄02
;
f⃗

k̄02
;

F⃗

k̄01k̄02

∣∣∣∣∣ ≤M0(M).

Ограниченные измеримые в Ω × [0, T ] функ-
ции s(x⃗, t), p(x⃗, t) назовем обобщенным решением
задачи (15)–(16), (19)–(21) если выполнены следу-
ющие условия:

a) 0 ≤ s ≤ 1 почти всюду в ΩT ;
б) ∇p ∈ L2,∞(), a∇s ∈ L2(ΩT ), где при 0 ≤

s ≤ 1 (в этом случае a ≥ 0) функция a∇s опреде-
ляется формулой

a∇s =
∣∣∣∣∂Pc(z, s)

∂s

∣∣∣∣∇u, u(s) =
s∫

0

k02bdξ, u ∈ L2(ΩT );

в) p = p0(x, t), s = s0(x, t) при (x⃗, t) ∈ Γ2×[0, T ];
г) для произвольных допустимых функций

φ,ψ, таких что

φ(x⃗, t) ∈W 1
2 (ΩT ), ψ(x⃗) ∈W 1

2 (Ω),

φ(x⃗, t) = 0, ψ(x⃗, t) = 0 (x⃗, t) ∈ Γ2T , φ(x⃗, T ) = 0,
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при почти всех t ∈ [0, T ] выполняются равенства

£1 ≡ (v,∇ψ)Ω =

(
∂m

∂t

(
ρ03
ρ01

− 1

)
, ψ

)
Ω

, (22)

£2 ≡ ((ms))t, φ)Ωt =

=

(
ρ03
ρ01
m,φ

)
Ωt

+ (v⃗1,∇φ)Ωt . (23)

Соотношения (22)–(23) получены путем домно-
жения (15)–(16) на ψ и φ и интегрированием по
соответствующим областям. В дальнейшем будем
называть задачу (15)–(16), (19)–(21) задачей I.

Принцип максимума. Продолжим каждую
функцию в равенстве (23) вне промежутка [0, 1]
согласно формуле

f∗(x⃗, s) =

 f(x⃗, 0), s ≤ 0,
f(x⃗, s), 0 < s < 1,
f(x⃗, 1), s ≥ 1,

и, кроме того, заменим a(x⃗, s) на ā(x⃗, s) =
a∗(x⃗, s)+ε, ε > 0, а v⃗ и b на их усреднения v⃗h и bh0

по x⃗ и s соответственно. Тогда (23) преобразуется
к виду

£2 ≡ ((ms)t, φ)Qt =

(
ρ03
ρ01
m,φ

)
Qt

−

− (K0ā∇s+ F⃗ ,∇φ)Qt − (cv⃗h∇s, φ)Qt−

−
(
bh0

(
ρ03
ρ01

− 1

)
mt, φ

)
Qt

, (24)

где c = (b0s)∗, b0 = bh0 .
Ограниченные измеримые функции

s(x, t), p(x, t) назовем обобщенным решением
вспомогательной задачи Iε, если они облада-
ют свойствами (б–г) определения обобщенного
решения, в котором (23) заменено на (24).

Лемма 1. Пусть выполнены условия (i)− (vi)
обобщенного решения; s, p – обобщенное решение
вспомогательной задачи Iε. Тогда почти всюду в
Ω× [0, T ] для s выполнено следующее неравенство

0 ≤ s ≤ 1.

Доказательство. В уравнении (24) положим
φ = s̄ = max{s− 1, 0} . Тогда

(mts, s̄)Ωt
+ (mst, s̄)Ωt

= (
ρ03
ρ01
mt, s̄)Ωt

− (K0ā∇s+

+ F⃗ ,∇s̄)Ωt − (cv⃗h∇s, s̄)Ωt − (bh0(
ρ03
ρ01

− 1)mt, s̄)Ωt ,

Из последнего равенства выводим (F⃗ = 0 при
s > 1)

1

2
(mts̄

2)Ω+∥
√
ms̄∥22,Ω+(K0ā∇s̄,∇s̄)Ωt+(cv⃗∇s̄, s̄)Ωt+

+ ((1− bh0)(1−
ρ03
ρ01

)mt, s̄)Ωt = 0.

Оценивая третье слагаемое снизу, а четвертое
сверху, с учетом знаков остальных приходим к
неравенству

∥
√
ms̄∥22,Ω ≤ c

t∫
0

∥
√
ms̄∥22,Ωdτ, s̄(0) = 0,

откуда следует, что s̄ ≡ 0 и, следовательно, s ≤ 1.
Аналогично проводится доказательство s ≥ 0.

Рассмотрим вместо φ функцию s = max{−s, 0}.
Полагая y = −s, ȳ = max{y, 0} получим

1

2
(mt, ȳ

2)Ωt +
1

2
∥
√
mȳ∥22,Ω + (K0ā∇ȳ, ȳ)Ωt+

+

(
(
ρ03
ρ01

− b

(
ρ03
ρ01

− 1

))
mt, ȳ) = 0.

Отсюда, проводя аналогичные доказательству
s ≤ 1 оценки слагаемых, получаем, что ȳ ≡ 0 и,
следовательно, s ≥ 0.

Разрешимость. Сначала будет установлена
разрешимость регуляризованной задачи Iε, а за-
тем предельным переходом по ε и h в тождестве
(24) доказана и теорема существования решений
исходной задачи I. Задача I исследуется в общем
случае, когда в области течения допускаются за-
стойные зоны (s = 0 или s = 1) и тем самым
уравнение (16) может вырождаться.

Теорема. При выполнении условий (i) − (vi)
определения решения существует по крайней мере
одно обобщенное решение задачи I.

Доказательство теоремы следует [2] и прово-
дится в несколько этапов.

1. Построение галеркинских приближений
вспомогательной задачи Iε в виде

sN (x⃗, t) =
N∑

k=1

aNk (t)φk(x⃗) + s0(x⃗, t),

pN (x⃗, t) =

N∑
k=1

bNk (t)ψk(x⃗) + p0(x⃗, t),

где функции φk, ψk нормированы следующим об-
разом

(φk, φi)Ω = δki , (∇ψk,∇ψi)Ω = δki .

Для определения неизвестных aNk , bNk получаем
следующую нелинейную систему уравнений

daNk
dt

=

N∑
j=1

aNj αjk + βk, aNk (0) = 0,
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N∑
j=1

bNj µjk + νk = 0,

в которой

αjk = −(mtφj , φk)Ω−
− (cv⃗h∇φj , φk)Ω − (K0ā∇φj ,∇φk)Ω,

βk =

(
ρ03
ρ01
m,φk

)
Ω

−
(
F⃗ ,∇φk

)
Ω
−

−
(
bh0

(
ρ03
ρ01

− 1

)
mt, φk

)
Ω

−

−
(
ds0
dt
m,φk

)
Ω

− (mts0, φk)Ω,

µjk = (k∇ψj ,∇ψk)Ω,

νk = −
(
f⃗0,∇ψk

)
Ω
+

+

∂m
(

ρ0
3

ρ0
1
− 1
)

∂t
, ψk


Ω

− (K∇p0,∇ψk)Ω.

Для определения bNk получаем линейную ал-
гебраическую систему уравнений, а для aNk при-
ходим к задаче Коши для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений.

2. Установление компактности галеркинских
приближений, предельный переход по N , после-
дующее получение априорных оценок, не завися-
щих от h, и предельный переход по ε завершают
доказательство теоремы.
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