
МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

УДК 517.9 + 533
С.С. Кузиков
Корректность смешанной краевой задачи
для квазилинейного вырождающегося
эллиптического уравнения*

S.S. Kuzikov
Correctness of the Mixed Boundary Problem
for a Quasi-Linear Generating Elliptical
Equation

Доказана теорема существования и единствен-
ности обобщенного решения краевой задачи для
квазилинейного вырождающегося эллиптическо-
го уравнения, описывающего установившееся без-
вихревое дозвуковое течение газа с выходом на
скорость звука.
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The theorem of existence and uniqueness of the
mixed solution of the boundary problem for a quasi-
linear degenerating elliptical equation describing
steady non-rotational subsonic gas flow with access
to sound velocity has been proved.
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Рассматривается вопрос о существовании ре-
шения смешанной краевой задачи для вырождаю-
щегося квазилинейного уравнения, описывающе-
го установившееся безвихревое течение газа [1]

(K(σ) +Q2
σ)Qψψ − 2QσQψQσψ +Q2

ψQσσ = 0 (1)

в прямоугольной области AOBC = P = {(σ, ψ) :
σ0 < σ < 0, 0 < ψ < ψ0} с данными на ее грани-
це Γ:

Q = 0 на АО,
Qσ = 0 на АВ и ОС,
Q = Q∗(σ), Q∗(σ) ≤ 0 на ВС,

(2)

где OA = {σ0 ≤ σ ≤ 0, ψ = 0}, AB = {σ0, 0 ≤ ψ ≤
ψ0}, BC = {σ0 ≤ σ ≤ 0, ψ0 = 1}, OC = {σ = 0, 0 ≤
ψ ≤ ψ0}, Q∗(σ) – трижды непрерывно дифферен-
цируемая функция,

Q∗
σσ(0) = 0, Q∗

σ(0) = Q∗
σ(σ0) = 0, (3)

K(σ) – непрерывно дифференцируемая функция,
причем

K ′(σ) < 0, K(0) = 0. (4)

Для n = 1, 2, ... рассмотрим семейство опера-
торов

Ln =
1

n
△+L, (5)

*Работа выполнена при финансовой поддержке анали-
тической ведомственной целевой программы «Развитие на-
учного потенциала высшей школы (2012–2015 гг.)»(проект
№1.3820.2011).

где △ = ∂2

∂ψ2 + ∂2

∂σ2 – оператор Лапласса, и соот-
ветствующие ему уравнения

Ln
(n)

Q= (K(σ)+
(n)

Q2
σ + 1

n )
(n)

Qψψ −2
(n)

Qσ
(n)

Qψ
(n)

Qσψ +

+(
(n)

Q2
ψ + 1

n )
(n)

Qσσ= 0.

(6)
Для каждого конечного n это и есть невырож-

денное квазилинейное уравнение. Поэтому, поль-
зуясь методами [2, 3], можно доказать существо-

вание
(n)

Q − решение уравнения для задачи (6),
удовлетворяющее краевым условиям (2), причем
(n)

Q (σ, ψ) ∈W 2
2 (P ).

Докажем, что имеет место следующая лемма.
Лемма.
1. max |Q(n)(σ, ψ)| < M, M = max

(σ,ψ)∈BC
|Q(σ, ψ)|

2. max | ▽Q(n)(σ, ψ)| < M1,
M1 = max

(σ,ψ)∈BC
(|Q∗

σ|,M)

3.
∫∫
P
(K+ 1

n )(
(n)

Q2
ψψ +

(n)

Q2
σψ +(

(n)

Q2
ψ + 1

n )
(n)

Q2
σσ)dP <

M2, M2 = M2(M1), M2 зависит только от M1,
где ▽ = ( ∂∂σ ,

∂
∂ψ ) и M,M1,M2 не зависят от номе-

ра n.
1.Действительно, для уравнения (6) n = 1, 2, ...

справедлив принцип максимума. На AB и ОС, в

силу краевых условий,
(n)

Q (σ, ψ) не может дости-

гать экстремума, и поэтому для решения
(n)

Q (σ, ψ)
уравнения (6) справедлива оценка [4, 5]:
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min
(σ,ψ)∈BC

Q(σ, ψ) ≤
(n)

Q (σ, ψ) ≤ max
(σ,ψ)∈BC

Q(σ, ψ),

откуда и следует первое утверждение.

2. Обозначим
(n)

Qσ (σ, ψ) = P1,
(n)

Qψ (σ, ψ) = P
(n)
2 .

Продифференцировав (6) по σ и исключая P (n)
2ψ с

помощью (6), получаем уравнение для P (n)
1

(K(σ)+
(n)

Q2
σ + 1

n )P
(n)
1ψψ − 2

(n)

Qσ
(n)

Qψ P
(n)
1σψ+

+(
(n)

Q2
ψ + 1

n )P
(n)
1σσ = φ1,

(7)

где φ1 – полином второй степени относительно
первых производных функции P (n)

1 .
Для этого уравнения также имеет место прин-

цип максимума, поэтому

max
P

|P (n)
1 | ≤ C1, C1 = max

(σ,ψ)∈Γ
|P1(σ, ψ)|

и C1 не зависит от n. Повторяя аналогично рас-
суждения относительно P (n)

2 , приходим к выводу,
что для оценки max

P
|P (n)

2 | нужно оценить P (n)
2 на

ВС, так как на АВ, ОА и ОС P
(n)
2 , согласно крае-

вым условиям, не может достигать экстремума.
Рассмотрим функцию

v(n)(σ, ψ) = −1 + eα(Q
∗(σ)−Q

(n)

( σ,ψ))+
+eα(1−ψ)eαM − eαM , α = const > 0

и покажем, что форма

L0
nv

(n) = Ln(
(n)

Q ; v(n)) =

= (K+
(n)

Q2
σ + 1

n )v
(n)
ψψ − 2

(n)

Qσ
(n)

Qψ v
(n)
σψ + (

(n)

Q2
ψ + 1

n )v
(n)
σσ

будет неотрицательной при подходящем выборе
α > 0. Действительно, подставляя v(n)(σ, ψ), име-
ем

L0
nv

(n) = (K+
(n)

Q2
σ + 1

n )α
2eαMeα(1−ψ)+

+[(K+
(n)

Q2
σ + 1

n )(−α
(n)

Qψψ +α2
(n)

Q2
ψ)−

−2
(n)

Qσ
(n)

Qψ (−α
(n)

Qσψ −α2
(n)

Qψ (Q∗
σ−

(n)

Qσ))+

+(
(n)

Q2
ψ + 1

n )(−α
(n)

Qσσ +αQ∗
σσ+

+α2(Q∗
σ−

(n)

Qσ)
2]eα(Q

∗−
(n)

Q ).

Производя необходимые преобразования, учи-

тывая что
(n)

Q (σ, ψ) решение (6) и eαMeα(1−ψ) ≥

eα(Q
∗−

(n)

Q ), где М – константа из первого утвер-
ждения леммы, получаем

L0
nv

(n) ≥ (K+
(n)

Q2
σ + 1

n )α
2 + 1

nαQ
∗
σσ+

+(K + 1
n )α

2
(n)

Q2
ψ +α

(n)

Q2
ψ Q

∗
σσ+

+ 1
nα

2(Q∗
σ−

(n)

Qσ)
2 + α2

(n)

Q2
ψ (Q∗2

σ +
(n)

Q2
σ) >

> 1
n (α

2 + αQ∗
σσ)+

(n)

Q2
ψ (α2K + αQ∗

σσ) > 0,

так как K(σ) и Q∗(σ) удовлетворяют условиям
(3)–(4), поэтому можно выбрать такое α <∞, что-
бы выполнялось это соотношение независимо от
номера n. Пусть S∗ – окрестность точки ζ0(σ∗, 1)
на ψ = 1

S∗ = {|σ − σ∗| ≤ ε, ψ = 1},

где ε > 0 достаточно малое число. Введем дважды
непрерывно дифференцируемую функцию φ(σ):

φ(σ) = β > 0 при σ ∈ S∗,

0 ≤ φ(σ) ≤ β при ε ≤ |σ − σ0| ≤ 2ε,

φ(σ) = 0 при |σ − σ∗| ≥ 2ε

такую, что при ε < |σ − σ∗| < 2ε, |φ′(σ)| > 0
и φσσ = 0 при σ = σ ± ε, σ = σ0 ± 2ε. Обо-
значим через Ω область, ограниченную прямой
ψ = 1 и кривой l : ψ + φ(σ) − 1 = 0 , в Ω
рассмотрим функцию w(σ, ψ) = eγ(ψ+φ(σ)−1), где
γ > 0 выберем так, чтобы выполнялось неравен-
ство eγβ > 1 + max

(σ,ψ)∈Ω
v(σ, ψ).

Рассмотрим теперь при (σ, ψ) ∈ Ω следующее
выражение

L0
nw =

(
K+

(n)

Q2
σ + 1

n

)
γ2 − 2

(n)

Q σ

(n)

Q ψ γ
2φσ+

+
(
Q2
ψ + 1

n

) (
γ2φ2

σ + γφσσ
)
,

для второго слагаемого применим неравенство

−2ab ≥ − 1
εa

2 − εb2 и, заменяя, при −εγ2φ2
σ,

(n)

Q2
ψ

на

(
(n)

Q2
ψ + 1

n

)
, что только усиливает неравенство,

имеем

L0
nw ≥

(
K +

(
1 − 1

ε

) (n)

Q2
σ +1

n

)
γ2+

+

(
(n)

Q2
ψ + 1

n

)(
(1− ε)γ2φ2

σ + γφσσ
)
,

так как
(n)

Q2
σ равномерно ограничены, K(σ) и Q∗(σ)

удовлетворяют условиям (3)–(4), то можно вы-
брать ε(K, c1) < 1 независимо от n, что 1-e сла-
гаемое будет неотрицательным. Далее в силу по-
строения φ(σ) найдется такое γ(ε, σ) < ∞, что и
второе слагаемое будет неотрицательным равно-
мерно относительно n, следовательно

L0
nW (σ, ψ) ≥ 0,

где (σ, ψ) ∈ Ω, W (σ, ψ) = v(n)(σ, ψ) + w(σ, ψ),

и поэтому W (σ, ψ) не имеет максимума в P . Нет
его и на l , в силу построения w(σ, ψ). Поэтому
максимум достигается на S∗, так как при ψ = 1
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v(n)(σ, 1) = 0. Следовательно, согласно принципу
Хопфа, имеем

∂

∂ψ
W ≥ 0 на S∗.

Или в развернутом виде

−αeαM − α
(n)

Q ψ +γeγβ ≥ 0, откуда

(n)

Q ψ≤ −eαM +
γ

α
eγβ = c2 на S∗,

где α и γ не зависят от n, а зависят от свойств
Q∗(σ), K(σ) и построенной φ(σ). Аналогично рас-
сматривая W̃ = −eγ(ψ+φ(σ)−1) − eα(1−ψ)eαM −
eαM+1−e−α(Q∗−Q), приходим к заключению, что
L0
nW̃ ≤ 0 в Ω и для достаточно больших α = α̃ и

γ = γ̃,т.е. W̃ достигает минимума на S∗, таким
образом, имеем, что

(n)

Q ψ≥ eα̃M − γ̃

α̃
eα̃β = c3,

следовательно, max
ψ=1

|Qψ| < c4 (где c4 =

max (|c2| , |c3|)), что окончательно доказывает
второе утверждение. Следуя методу [7], докажем
третье утверждение.

3. Так как
(n)

Q (σ, ψ) – решение уравнения (6),
то имеет место следующее равенство(

K+
(n)

Q2
σ + 1

n

)(
(n)

Q2
ψψ +

(n)

Q2
σψ

)
−

−2
(n)

Q σ

(n)

Q ψ

(
(n)

Q ψψ

(n)

Q σψ +
(n)

Q σψ

(n)

Q σσ

)
+

+

(
(n)

Q2
ψ + 1

n

)(
(n)

Q2
σψ

(n)

Q2
σσ

)
=

=

(
K+

(n)

Q2
σ +

(n)

Q2
ψ + 2

n

)(
(n)

Q2
σψ −

(n)

Q σσ

(n)

Q ψψ

)
,

откуда получаем, что

K

(
(n)

Q2
ψψ +

(n)

Q2
σψ

)
≤

≤

K +

∣∣∣∣∣▽ (n)

Q

∣∣∣∣∣
2
( (n)

Q2
σψ −

(n)

Q σσ

(n)

Q ψψ

) (8)

Умножив (6) на
(n)

Q σσ

(
K+

(n)

Q2
σ + 1

n

)
и приме-

няя ко второму слагаемому неравенство −2ab ≥

−a2 − b2, приходим к первенству[(
K + 1

n

)( (n)

Q2
ψ + 1

n

)
+ 1

n

]
(n)

Q2
σσ≤

≤

(
K+

(n)

Q2
σ + 1

n

)2(
(n)

Q2
σψ −

(n)

Q σσ

(n)

Q ψψ

)

или

K

(
(n)

Q2
ψ + 1

n

)
(n)

Q2
σσ≤

≤

(
K+

(n)

Q2
σ + 1

n

)(
(n)

Q2
σψ −

(n)

Q σσ

(n)

Q ψψ

)
.

(9)

Объединяя (8)–(9) и интегрируя по P , в силу
утверждения 2, получаем

J =
∫∫
P

(
K + 1

n

)((n)

Q 2
ψψ+

(n)

Q2
σψ +

+

(
(n)

Q2
ψ + 1

n

)
(n)

Q 2
σσ

)
dP ≤

≤M3

∫∫
P

(
(n)

Q2
σψ −

(n)

Q σσ

(n)

Q ψψ

)
dP =M3J1.

Интегрируя по частям выражение в правой ча-
сти неравенства, получаем

J1 =

∫
Γ

(n)

Q σψ

(n)

Q ψ cos(n, σ) dS−
∫∫
P

(n)

Q σσψ

(n)

Q ψ dP−

−
∫
ı

(n)

Q σσ

(n)

Q ψ cos(n, ψ) dS +

∫∫
P

(n)

Q σσψ

(n)

Q ψ dP =

= −
∫
CB

(n)

Q∗
σσ

(n)

Q ψ dσ ≤M4. (10)

Следовательно, J1 ≤ M5, где M5 = M3 +M4

равномерна относительно n. Таким образом, лем-
ма доказана.

Замечание. Вывод относительно ограничен-

ности модуля
(n)

P i i = 1, 2 при (σ, ψ) ∈ P , как и по-
лучение (10), не корректен

’
если не предполагать,

что
(n)

Q (σ, ψ) имеет производные 3-го порядка. Од-
нако это можно обойти посредством аппрокси-

мии
(n)

Q (σ, ψ) последовательностью
(n)

Q k (σ, ψ)
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трижды дифференцируемых функций, у кото-
рых, кроме того, первые и вторые производные
равномерно сходятся к соответствующим произ-

водным
(n)

Q (σ, ψ). В результате приходим к за-
ключению о правомерности вывода (10).

Из последовательности

{
(n)

Q (σ, ψ)

}
выберем

такую подпоследовательность {
(m)

Q (σ, ψ)}, для ко-
торой выполнены следующие условия:

1.
(m)

Q ψψ→ Qψψ в L2(P ),
(m)

Q σψ→ Qσψ в L2(P );

2.
(m)

Qψ⇒ Qψ почти всюду в P ;

3.
(m)

Q σ→ Qσ в L2(P );

4.
(m)

Q (σ, ψ) ⇒ Q(σ, ψ) в P ;

5.
(m)

Q ψ

(m)

Q σσ→ w в L2 (P).
Возможность выбора такой подпоследователь-

ности следует из свойств обобщенных производ-
ных и приведенных выше оценок. Слабый пре-

дел в L2(P ) последовательности

{
(m)

Q ψ

(m)

Q σσ

}
,

равный w , мы будем записывать в виде QψQσσ.
Установим, следуя методу, аналогичному в [6],
что Q(σ, ψ) удовлетворяет уравнению (1) почти

всюду в P . Так как
(m)

Q (σ, ψ) является решением
из W 2

2 (P ) задачи (6), (2), то справедливо тожде-
ство

∫∫
P

((
K+

(m)

Q2
σ + 1

m

)
(m)

Q2
ψψ −2

(m)

Q σ

(m)

Q ψ

(m)

Q σψ +

+

(
(m)

Q2
ψ + 1

m

)
(m)

Q σσ

)
η(σ, ψ) dP = 0

для любой η(σ, ψ) ∈ L2(p). Перепишем интеграл

J =
∫∫
P

[(
K +Q2

σ

)
Qψψ − 2QσQψQσψ +

+ Q2
ψQσσ

]
η(σ, ψ) dP = 0

в виде

J =
∫∫
P

[

(
Qψψ(Q

2
σ−

(m)

Q2
σ − 1

m )

)
+

+(K+
(m)

Q2
σ + 1

m )](Qψψ−
(m)

Qψψ)−

−2QσψQψ(Qσ−
(m)

Qσ)− 2Qσψ
(m)

Qσ (Qψ−
(m)

Qψ)−

−2
(m)

Qσ
(m)

Qσ (Qσψ−
(m)

Qσψ)+

+Qψ(QψQσσ −

√
(m)

Q2
ψ + 1

m

(m)

Qσσ)+

+

√
(m)

Q2
ψ +

1

m

(m)

Qσσ (Qψ −

√
(m)

Q2
ψ +

1

m
)]× ηdP. (11)

Отсюда, используя свойства 1–5, следует, что
интегралы в (11) стремятся к нулю. Поэтому по-
лучим, что J = 0, т.е. уравнение (1) удовлетворя-
ется почти всюду. Единственность Q(σ, ψ) будет
вытекать непосредственно из утверждения, что
разность ω = Q1 − Q2 двух решений удовлетво-
ряет линейному эллиптическому уравнению [6; 7,
с. 292]. Из всего вышеизложенного вытекает сле-
дующая теорема.

Теорема. Задача (1), (2) имеет единствен-
ное обобщенное решение Q(σ, ψ), удовлетворяю-
щее уравнению (1) почти всюду, и для которого
конечны следующие величины

max
P

|Q|,

max
P

|∇Q|,∫∫
P

K(Q2
σψ +Q2

ψψ +Q2
ψQ

2
σσ)dP.
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