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В работе изучаются двухслойные течения с
учетом испарения на границе раздела. Построены
точные решения стационарной задачи. При этом
на твердых границах заданы условия прилипа-
ния, температура, соотношение для концентрации
пара на верхней границе. На недеформируемой
термокапиллярной границе раздела выполняют-
ся кинематическое, динамическое условия, непре-
рывность скорости и температуры, условия тепло-
переноса, баланса массы и соотношение для кон-
центрации насыщенного пара.
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Two-layer flows with evaporation at interface are
studied. Exact solutions of a stationary problem
are constructed. At fixed boundaries the no-slip
conditions, temperature, a condition for vapor
concentration on the upper fixed boundary are given.
Following conditions are fulfilled at thermocapillary
non-deformable interface: kinematic and dynamic
conditions, continuity of velocity and temperature,
mass balance and heat transfer relations and a
relation for saturated vapor concentration.
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interface, evaporation through the interface, interface
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Введение. Исследование различных аспек-
тов течений жидких слоев и процессов тепло- и
массопереноса в них является сложной и актуаль-
ной задачей. Интерес к подобным проблемам воз-
рос в связи с проведением новых экспериментов
на Земле и в космосе. Необходимость предсказа-
ния поведения жидкостей в условиях гравитаци-
онных полей различной интенсивности привела к
изучению процессов конвекции, тепло- и массопе-
реноса в двухслойных системах в случае, когда
данные процессы сопровождаются испарением с
границы раздела. Один из первых результатов по-
строения примеров точных решений в задаче о
двухслойных течениях с учетом испарения опуб-
ликован в [1], где граница раздела не предполага-
ется термокапиллярной. В [1] изучается задача о
стационарной конвекции в двухслойной бинарной
системе с испарением с учетом влияния концен-
трационных и температурных эффектов на про-
цесс. Там же получены зависимости количества
жидкости, испаряющейся через границу раздела,
и концентрации жидкости на этой границе от го-
ризонтального градиента температуры. В [2,3] по-
строены примеры точных решений задачи о двух-
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слойном течении жидкости и газа в полной поста-
новке. При этом испарение явно не учитывается,
но моделируется с помощью подходящих условий
для температуры на границе раздела. Построен-
ные в этих работах решения могут быть названы
обобщением известного решения о конвекции в го-
ризонтальном слое со свободной границей [4].

В настоящей статье изучается стационарная
задача конвекции в двухслойной системе жид-
костей с границей раздела в условиях действия
продольного градиента температуры. В каче-
стве математической модели используются урав-
нения Навье-Стокса в приближении Обербека-
Буссинеска [5]. В верхнем слое, представляющем
собой смесь газа и паров жидкости, изучается про-
цесс диффузии газа и учитывается эффект Дю-
фура. На верхней и нижней твердых границах
выполняются условия прилипания, условия для
температуры и концентрации. При этом распре-
деление температуры полагается заданным в ви-
де линейной относительно продольной координа-
ты зависимости. Для концентрации пара рассмат-
риваются два условия на верхней твердой грани-
це: равенство нулю потока пара или отсутствие
паров жидкости. На термокапиллярной границе
раздела должны быть выполнены кинематическое
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и динамическое условия, условия непрерывности
скорости и температуры, условия переноса теп-
ла и массы через границу раздела, а также соот-
ношение, определяющее концентрацию насыщен-
ного пара. Постановка задачи в случае недефор-
мируемой границы раздела дополняется заданием
условия замкнутости потоков.

1. Постановка задачи. Построение точ-
ных решений. Система уравнений для нахож-
дения компонент скорости, давления, температу-
ры жидкостей, заполняющих как нижний, так и
верхний слой, а также концентрации пара (пас-
сивной примеси) в верхнем слое записывается в
стационарном случае в следующем виде [5]:
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Здесь u, v — проекции вектора скорости на оси Ox
и Oy декартовой системы координат; p′ — моди-
фицированное давление (отклонение от гидроста-
тического), задается выражением p′ = p−ρg ·x;
p — давление; T — температура; C — концентра-
ция; ρ — плотность; ν — коэффициент кинема-
тической вязкости; χ — коэффициент температу-
ропроводности; D — коэффициент диффузии па-
ра; β — коэффициент теплового расширения; γ —
концентрационный коэффициент плотности; ко-
эффициент δ характеризует эффект Дюфура.

Пусть система координат выбрана таким обра-
зом, что вектор силы тяжести направлен противо-
положно оси Oy. На рисунке изображена система
двух бесконечных горизонтальных слоев вязких
несжимаемых жидкостей с твердыми верхней и
нижней границами y = h, y = −1 и границей раз-
дела y = 0.

Геометрия области течения

В рассматриваемой задаче процессы динами-
ки и теплообмена в нижней жидкости описывают-
ся уравнениями (1)–(4) без учета эффекта термо-
диффузии и с правой частью в уравнении (2) вида
gβT . Процессы динамики, теплообмена и диффу-
зии пара в верхнем слое описываются уравнения-
ми (1)–(5) с учетом эффекта Дюфура.

Пусть решение системы (1)–(4) для нижней
жидкости и (1)–(5) для верхней жидкости имеет
вид:
ui = ui(y), vi = 0, C = (b1 + b2y)x+ ϕi(y), (6)

Ti = (A+ ai2y)x+ ϑi(y), i = 1, 2. (7)
Здесь ai2 и bi — постоянные, определяемые с помо-
щью граничных условий, i = 1, 2. Искомые функ-
ции или параметры, имеющие индекс i = 1 харак-
теризуют нижний слой, а индекс i = 2 — верхний
слой.

В ходе решения задачи (1)–(5) с учетом фор-
мул (6), (7) получаются следующие соотноше-
ния, определяющие скорость нижней жидкости,
ее температуру и давление:
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Имеют место следующие соотношения, опреде-
ляющие продольную скорость, давление, темпера-
туру и концентрацию пара в верхнем слое:
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Отметим, что в формулах (10) и (12) p′1 = p1+ρgy,
p′2 = p2 + ρgy.

Таким образом, согласно выражениям (8)–
(14), находятся все искомые функции. Константы
интегрирования должны быть определены с по-
мощью граничных условий задачи.

2. Формулировка граничных условий.
На верхней y = h и нижней y = −1 твердых
непроницаемых границах должны быть выполне-
ны условия прилипания: u2(h) = 0, u1(−1) = 0.
Пусть на твердых границах температура распре-
делена линейно относительно продольной коорди-
наты: T1 | y=−1 = A1x+ϑ−, T2 | y=h = A2x+ϑ+. По-
лагая A, A1 = A+a12(−1), A2 = A+a22h заданны-
ми константами, находим a12, a22. Заданные пара-
метры ϑ− и ϑ+ определят поперечный перепад
температуры. Условие для концентрации пара в
газовой среде будем использовать в двух вариан-
тах. В первом случае полагаем, что отсутствует

поток пара на верхней границе:
∂C

∂y
|y=h = 0.

Второй вариант состоит в предположении, что
концентрация пара на верхней границе равна ну-
лю [1]: C|y=h = 0. На границе раздела сред выпол-
няются условия непрерывности скорости и темпе-
ратуры: u1(0) = u2(0), T1|y=0 = T2|y=0. Распреде-
ление температуры также удовлетворяет условию

теплопереноса: κ1
∂T1

∂y
− κ2

∂T2

∂y
− δD

∂C

∂y
|y=0 =

−λM0. Здесь λ — теплота испарения, а M0 —
масса жидкости, испаряющейся с единицы пло-
щади поверхности в единицу времени, κ1 и
κ2 — коэффициенты теплопроводности. Уравне-
ние баланса масс на границе раздела имеет сле-

дующий вид: M0 = −Dρ2
∂C

∂y
|y=0. Концентрация

насыщенного пара находится с помощью урав-
нения Клапейрона-Клаузиуса [1]. Для не слиш-
ком больших значений T2 может быть использо-
вано линеаризованное уравнение: C|y=0 = C∗[1 +

εT2|y=0], ε =
λµ

RT 2
0

. Здесь C∗ — концентрация на-

сыщения пара при T2 = 0; µ — молекулярный вес
испаряющейся жидкости; R — газовая постоян-
ная; T0 — температура, принятая за начало от-
счета (например, 20 0C). На границе раздела двух
сред должны выполняться кинематическое и ди-
намическое условия. Кинематическое условие вы-
полняется автоматически, исходя из вида функ-
ции скорости (см. (6)). Проекция динамическо-
го условия на касательный вектор записывается

следующим образом: ρ1ν1u1 y = ρ2ν2u2 y + σT
∂T2

∂x
,

где σT — температурный коэффициент поверх-
ностного натяжения σ. В случае линейной зави-
симости поверхностного натяжения от темпера-
туры имеем: σ = σ0 + σT (T − T0), где σT < 0
(нормальный термокапиллярный эффект). Пред-
положение о недеформируемой границе раздела
диктует использование дополнительного условия
замкнутости потоков (см.: [1, 5]). С помощью за-
данных сформулированных условий определяют-
ся все константы ci, ci, M0 (i = 1, ..., 5) для на-
хождения профилей скорости и температуры для
обеих сред и концентрации пара в газе (см. (8),
(9), (11), (13), (14)).

Заключение. Построенные точные решения
описывают стационарные двухслойные течения
жидкости и газа с учетом испарения жидкости на
границе раздела. При этом граница раздела пред-
полагается недеформируемой термокапиллярной
поверхностью.
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