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Введение. Напомним, что m-группой назы-
вается алгебраическая система G сигнатуры
m = ⟨·, e,−1 ,∨,∧, φ⟩, где ⟨G, ·, e,−1 ,∨,∧⟩ являет-
ся ℓ-группой и одноместная операция φ есть ав-
томорфизм второго порядка группы ⟨G, ·, e,−1 ⟩ и
антиизоморфизм решетки ⟨G,∨,∧⟩, т.е. для лю-
бых x, y ∈ G верны соотношения

φ(xy) = φ(x)φ(y), φ(φ(x)) = x,

φ(x ∨ y) = φ(x) ∧ φ(y), φ(x ∧ y) = φ(x) ∨ φ(y).

В дальнейшем m-группу G с фиксированным
автоморфизмом φ записываем как пару (G,φ).

1. Свободные m-группы. В работе [1] да-
но определение и описание свободных m-групп.
Пусть S = {s0i }i∈I — множество порождающих,
S′ = {s1i }i∈I — его копия, φ0 : S0 ∪ S1 → S0 ∪ S1,
φ0(s

ε
i ) = s1−ε

i , ε = 0, 1. Обозначим через LS∪S′

свободную ℓ-группу с множеством порождающих
S∪S′, а через φ — преобразование на LS∪S′ , опре-
деленное как

φ(
∨
i

∧
j

∏
k

s
εijk
ijk ) =

∧
i

∨
j

∏
k

φ0(s
εijk
ijk ).

Теорема 1 [1]. Свободная ℓ-группа LS∪S′ с
операцией φ является свободной m-группой с
множеством порождающих S.

Пусть F (X0 ∪ X1) — свободная группа с мно-
жеством порождающих X0 ∪X1 = {x0s, x1s|s ∈ S, }.
Через RO обозначается множество всех правых
порядков группы F (X0 ∪ X1) . Правоупорядо-
ченную группу F (X0 ∪ X1) с правым порядком
P ∈ RO обозначим (F, P ), а через F ∗ — декартово
произведение F ∗ =

∏
P∈RO

A(F, P ) ℓ-групп A(F, P ),

P ∈ RO. Определим на ℓ-группе F ∗ реверсив-
ный автоморфизм θ, построенный в работе [2]:
для f ∈ F ∗ компонента θ(f)(P ) = f(P−1), где
P−1 — противоположный правый порядок к P.

Обозначим через Fℓ(X0 ∪ X1) ℓ-подгруппу груп-
пы F ∗, порожденную правым регулярным пред-
ставлением группы F (X0 ∪ X1) на каждом со-
множителе A(F, P ). В [2] показано, что отобра-
жение θ переводит ℓ-подгруппу Fℓ(X0 ∪X1) в се-
бя. При g =

∏
i

xεii , εi = 0, 1 выполнено θ(g) = g и

θ является антиизоморфизмом решетки ℓ-группы
F ∗. Обозначим через φ′ автоморфизм ℓ-группы
Fℓ(X0 ∪X1), определенный отображением порож-
дающих φ′(xεs) = x1−ε

s , а через φ — произведение
отображений φ = φ′θ. Тогда ℓ-группа Fℓ(X0 ∪X1)
с отображением φ является m-группой, при этом
X1 = φ(X0).

Теорема 2. m-группа (Fℓ(X0∪X1), φ) являет-
ся свободной m-группой с множеством порожда-
ющих X0.

Доказательство. П. Конрад [3] доказал, что
ℓ-группа Fℓ(X0 ∪X1) является свободной ℓ-груп-
пой многообразия всех ℓ-групп с множеством по-
рождающих X0 ∪ X1. Пусть (G, φ̂) — произволь-
ная m-группа с множеством порождающих Y =
{ys|s ∈ S, }. Тогда G — ℓ-группа с множеством
порождающих Y ∪ φ̂(Y ) = {ys, φ̂(ys)|s ∈ S, }, и
отображение порождающих ψ0 : x0s → ys, ψ0 :
x1s → φ̂(ys) продолжается до ℓ-гомоморфизма ψ :
Fℓ(X0 ∪ X1) → G. При этом отображения φ и φ′

являются антиавтоморфизмами решеток, поэто-
му φψ = ψφ′. Значит, отображение порождающих
ψ0 : x0s → ys продолжается доm-гомоморфизма ψ.

Пусть G — ℓ-группа. Обозначим через G∗ двой-
ственную ℓ-группу к G, т.е. с тем же основным
множеством и групповыми операциями и реше-
точными операциями объединения и пересечения,
совпадающими соответственно с операциями пе-
ресечения и объединения ℓ-группы G. Многооб-
разие ℓ-групп V называется реверсивным, если из
G ∈ V следует G∗ ∈ V [4].

Пусть V — реверсивное многообразие ℓ-групп
и Vm — многообразие m-групп, задаваемое
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ℓ-тождествами из V. Описание свободных ℓ-групп
многообразия V дано В.М. Копытовым [5]. Пусть
Q класс групп, вложимых в ℓ-группы из V. Из-
вестно, что Q является квазимногообразием [6].
Пусть FQ = FQ(X0∪X1) — свободная группа ква-
зимногообразия Q с множеством порождающих
X0 ∪ X1 = {x0s, x1s|s ∈ S, }. Обозначим через RO
множество всех правых порядков группы FQ, а
через (FQ, P ) — правоупорядоченную группу FQ
с правым порядком P ∈ RO. Для каждого пра-
вого порядка P группы FQ и для каждой выпук-
лой подгруппы H в (FQ, P ) множество R(FQ,P )(H)
правых смежных классов FQ поH линейно упоря-
дочено посредством отношения: Hx ⩽ Hy тогда и
только тогда, когда x ⩽ y в правоупорядоченной
группе (FQ, P ).

В ℓ-группе A(R(FQ,P )(H)) всех порядковых ав-
томорфизмов линейно упорядоченного множества
R(FQ,P )(H) рассмотрим ℓ-подгруппу AH(P ), по-
рожденную всеми правыми сдвигами (a)RH мно-
жества R(FQ,P )(H), где (Hx)(a)RH = Hxa для
каждого a ∈ FQ. В каждой правоупорядоченной
группе (FQ, P ) существует наименьшая выпуклая
подгруппа H(P ) такая, что AH(P )(P ) ∈ V. Обо-
значим эту ℓ-группу AH(P )(P ) через A(P ). Следу-
ющее утверждение основано на том, что для ре-
версивного многообразия V если AH(P )(P ) ∈ V, то
и AH(P−1)(P

−1) ∈ V.

Предложение 3. Для реверсивного многооб-
разия ℓ-групп

H(P ) = H(P−1). (*)

Через F ∗ обозначим декартово произведение
F ∗ =

∏
P∈RO

A(P ) ℓ-групп A(P ), P ∈ RO. Рассмот-

рим на ℓ-группе F ∗ отображение θ из: для f ∈ F ∗

компонента θ(f)(P ) = f(P−1), где P−1 — проти-
воположный правый порядок к P. В [2] показано,
что для ℓ-многообразий с условием (∗), в част-
ности, для реверсивных ℓ-многообразий, отобра-
жение θ является реверсивным автоморфизмом.
Обозначим через FV(X0 ∪ X1) ℓ-подгруппу ℓ-
группы F ∗, порожденную элементами x̄0s, x̄

1
s, s ∈

S, x̄εs(P ) = xεsRH(P ).
Так же, как и в предыдущем случае, обозначим

через φ′ автоморфизм ℓ-группы FV(X0∪X1), опре-
деленный отображением порождающих φ′(xεs) =
x1−ε
s , а через φ – произведение отображений φ =
φ′θ. Тогда ℓ-группа FV(X0 ∪X1) с отображением
φ является m-группой, при этом X1 = φ(X0).

Теорема 4. m-группа (FV(X0 ∪ X1), φ) явля-
ется свободной m-группой m-многообразия Vm с
множеством порождающих X0.

Доказательство. Доказательство основано на
следствии 4.2 из [1] : если V — реверсивное мно-
гообразие ℓ-групп, то свободная m-группа много-
образия Vm m-групп с множеством порождающих

S = {s01|i ∈ I} — это (LV,S,S′ , F ), где LV,S,S′ —
V-свободная ℓ-группа с множеством свободных по-
рождающих S ∪S′ (S′ = {s1i |i ∈ I} это копия S) и
F — единственный реверсивный автоморфизм со
свойством F (s0i ) = s1i и F (s1i ) = s0i . В.М. Копыто-
вым (см.: [5]) доказано, что ℓ-группа FV(X0 ∪X1)
является свободной ℓ-группой многообразия V с
множеством порождающихX0∪X1. Далее доказа-
тельство повторяет доказательство предыдущей
теоремы.

Пусть G — ℓ-группа. Назовем m-группу F сво-
бодной над G, если существует ℓ-изоморфизм π :
G → F такой, что π(G) порождает F как m-
группу, и для произвольного ℓ-гомоморфизма α0

ℓ-группы G в m-группу F ′ существует m-гомо-
морфизм α : F → F ′ такой, что α0 = πα.

Пусть G — ℓ-группа и G0 — ℓ-группа, изоморф-
ная G, а ℓ-группа G1 — двойственная ℓ-группа к
G0. Обозначим через φo тождественное отображе-
ние G0 в G1. Тогда

φo(gh) = φo(g)φo(h),

φo(g ∨ h) = φo(g) ∧ φo(h)

и φo(g ∧ h) = φo(g) ∨ φo(h).

Мартинес показал (см.: [5]), что для любого се-
мейства {Gγ}γ∈Γ ℓ-групп существует их свобод-
ное ℓ-произведение

∏
γ∈Γ

∗
ℓGγ . Следуя его рассужде-

ниям, можно показать, что для любого семейства
{Gγ}γ∈Γ ℓ-групп ℓ-многообразия Vℓ существует их
свободное ℓ-произведение

∏
γ∈Γ

∗
Vℓ
Gγ в этом ℓ-много-

образии.
Обозначим через F свободное ℓ-произведение

ℓ-групп G0 и G1 : F = G0 ∗
ℓ
G1. Определим на F

преобразование φ : для

g =
∨
i

∧
j

g1φo(g2) · . . . · g2k−1φo(g2k)

положим

φ(g) =
∧
i

∨
j

φo(g1)g2 · . . . · φo(g2k−1)g2k.

Предложение 5. Отображение φ определено
корректно и является реверсивным автоморфиз-
мом второго порядка ℓ-группы F.

Доказательство. ПустьG0 = F0/H0 — фактор-
группа свободной ℓ-группы F0 с тем же множе-
ством порождающих X0 по идеалу H0, а F1 —
свободная ℓ-группа с множеством порождающих
X1 = φo(X0). Тогда H1 = φo(H0) — идеал в F1, и
если N — идеал свободной ℓ-группы F0,1 с множе-
ством порождающих X = X0 ∪X1, порожденный
ℓ-подгруппами H0 и H1, то F = F0,1/N (см.: [5]).

Теперь доказательство предложения превра-
щается в рутинную проверку.
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Следствие 6. Решеточно упорядоченная
группа F совместно с реверсивным автоморфиз-
мом φ образует m-группу.

Теорема 7. Для любой ℓ-группы G существу-
ет m-группа, свободная над G.

Доказательство. Достаточно проверить, что
определенная выше m-группа (F,φ) является сво-
бодной m-группой над G. Поскольку для g ∈ G0

выполнено φ(g) = φo(g), то ℓ-подгруппы G0 и G1

порождают всю F как ℓ-группу. Пусть (F ′, φ′) —
произвольнаяm-группа, и α0 — ℓ-гомоморфизм из
G0 в (F ′, φ′). Тогда α1 = α0φ — ℓ-гомоморфизм
из G1 в (F ′, φ′). По определению свободно-
го ℓ-произведения существует ℓ-гомоморфизм
α, продолжающий α0 и α1. Несложно проверить,
что αφ = φ′α, поэтому ℓ-гомоморфизм α является
m-гомоморфизмом.

2. Свободные m-произведения. Пусть
{(Gα, φα), α ∈ A} – некоторое множество
m-групп. Назовем m-группу (G∗, φ∗) и систему
m-изоморфизмов ψα : (Gα, φα) → (G∗, φ∗) сво-
бодным m-произведением

∏
α∈A

∗
m(Gα, φα) m-групп

{(Gα, φα), α ∈ A}, если
1) G∗ = m-гр{ψα(Gα), α ∈ A}
2) для любой m-группы (G,φ) и системы

m-гомоморфизмов θα : (Gα, φα) → (G,φ) найдет-
ся m-гомоморфизм θ : (G∗, φ∗) → (G,φ) такой,
что θα = ψαθ для любого α ∈ A.

Понятно, что если свободное произведение
m-групп существует, то оно единственно.

Теорема 8. Для любого семейства m-групп
{(Gα, φα), α ∈ A} существует их свободное
m-произведение

∏
α∈A

∗
m(Gα, φα).

Доказательство. Определим группы
(Gα, φα) = m-гр{xαβ |β ∈ Bα}. Обозначим через

(F0, φ0) = m-гр{x̄αβ |α ∈ A, β ∈ Bα}

и
(Fα, φ

′
α) = m-гр{x̄αβ |β ∈ Bα}

свободные m-группы над тривиально частично
упорядоченными свободными группами с порож-
дающими {x̄αβ , α ∈ A, β ∈ Bα} и {x̄αβ , β ∈ Bα} со-
ответственно. Тогда (Gα, φα) = (Fα, φ

′
α)/(Nα, φ

′
α)

для некоторого m-идеала (Nα, φ
′
α). Пусть

(N0, φ0) — m-идеал в (F0, φ0), порожденный
{w(x̄1, . . . , x̄k)|w(x1, . . . , xk) ∈ Nα, α ∈ A}, m-груп-
па (G∗, φ∗) = (F0, φ0)/(N0, φ0), и для

x = ∨
i
∧
j
φεij1
α (xij1) . . . φ

εijk
α (xijk) ∈ (Gα, φα),

εijl = 0 или 1

определим

ψα(x) = ∨
i
∧
j
φ
εij1
0 (x̄ij1) . . . φ

εijk
0 (x̄ijk)N0.

Тогда ψα — гомоморфизм из (Gα, φα) в
(G∗, φ∗).

Пусть теперь (G,φ) произвольная m-группа
и θα : (Gα, φα) → (G,φ) — m-гомоморфизмы.
Определим отображение θ : (G∗, φ∗) → (G,φ)
на порождающих θ(x̄α,βN0) = θα(xαβNα), а для
остальных элементов m-группы (G∗, φ∗) в соот-
ветствии с операциями m-группы. Несложно про-
верить, что отображение θ определено корректно
и является m-гомоморфизмом.

Чтобы показать, что отображения θα являют-
ся m-изоморфизмами, достаточно взять в каче-
стве m-группы (G,φ) одну из m-групп (Gα0 , φα)
и отображения

θα =

{
Id, α = α0

E, α ̸= α0.

Пусть теперь {(Gα, φα), α ∈ A} — некото-
рое множество m-групп m-многообразия Vm.
Назовем m-группу (G∗, φ∗) и систему m-изо-
морфизмов ψα : (Gα, φα) → (G∗, φ∗) свобод-
ным Vm-произведением

∏
α∈A

∗
Vm

(Gα, φα) m-групп

{(Gα, φα), α ∈ A}, если
1) G∗ = m-гр{ψα(Gα), α ∈ A} принадлежит

m-многообразию Vm;
2) для любой m-группы (G,φ) из Vm и системы

m-гомоморфизмов θα : (Gα, φα) → (G,φ) найдет-
ся m-гомоморфизм θ : (G∗, φ∗) → (G,φ) такой,
что θα = ψαθ для любого α ∈ A.

Теорема 9. Для любого семейства m-групп
{(Gα, φα), α ∈ A} m-многообразия Vm существу-
ет их свободное Vm-произведение

∏
α∈A

∗
Vm

(Gα, φα).
Доказательство аналогично доказательству

теоремы 7.
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