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1. Предварительные сведения. При ма-
тематическом моделировании физических явле-
ний, связанных с переносом заряда в полупро-
водниках, широко используются гидродинамиче-
ские модели, которые выводятся из бесконечной
системы моментных уравнений (следствий урав-
нения переноса Больцмана) с помощью опреде-
ленной процедуры замыкания.

Рассмотрим гидродинамическую модель, пред-
ложенную недавно в работах [1, 2]. Следуя [3–5],
выпишем квазилинейную нестационарную систе-
му вышеупомянутых моментных уравнений в од-
номерном случае в безразмерном виде (процесс
обезразмеривания описан в [4, 5], там же даны
конкретные выражения для коэффициентов cij):

Rt + Jx = 0,

Jt + (
2

3
RE)x = RQ+ c11J + c12I,

(RE)t + Ix = JQ+ cP,

It + (
10

9
RE2)x =

5

3
REQ+ c21J + c22I,


(1)

ε2φxx = R− ρ. (2)
Здесь R – электронная плотность; u – электрон-
ная скорость; q – поток энергии; J = Ru, I = Rq –
потоки; E – энергия электронов; σ = 2

3E − 1,
P = Rσ, Q = φx, φ – электрический потенци-
ал; ε2 – диэлектрическая постоянная; ρ = ρ(x) –
плотность легирования (заданная функция на от-
резке [0,1]). Коэффициенты c, c11 . . . c22 являются
гладкими функциями от энергии E.

*Работа выполнена при финансовой поддержке проек-
тов РФФИ 10-01-00320-а и 11-08-00286-а и ФЦП «Научные
и научно-педагогические кадры инновационной России» на
2009-2013 гг. (соглашение №14.В37.21.0355).

Систему (1)–(2) дополним граничными услови-
ями, соответствующими задаче о баллистическом
диоде (см. [3–5]):

R(t, 0) = R(t, 1) = 1,
E(t, 0) = E(t, 1) = 3

2 ,
φ(t, 0) = 0, φ(t, 1) = B,

здесь постоянная B > 0 – напряжение смещения.
В стационарном случае система (1)–(2) может

быть переписана так:

φ′ = Q,
u′ = −uΨ,
q′ = −qΨ+ uQ+ c̃(Σ),

Σ′ = ã(Σ)u+ b̃(Σ)q
εQ′ = r,
εr′ = −ρ′ + (ρ+ εr)Ψ,

(3)

где

Ψ = m̃(Σ)u+ ñ(Σ)q +QΣ, R = ρ+ εr,

Σ = 1
1+σ , E = 3

2Σ , ã(Σ) = −aΣ2, b̃(Σ) = −bΣ2,

a = 2
5Σc21 − c11, b = 2

5Σc22 − c12,
c̃(Σ) = c( 1

Σ − 1), m̃ = Σ(c11 − a), ñ = Σ(c12 − b).

Граничные условия примут вид:

r(0) = r(1) = 0,
Σ(0) = Σ(1) = 1,

φ(0) = 0, φ(1) = B.
(4)

Имеем сингулярно-возмущенную систему 4+2
дифференциальных уравнений (ε – малый поло-
жительный параметр)

dy
dx = f(y, z), (5)

ε dzdx = F (y, z, x, ε), (6)
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где

y =


φ
u
q
Σ

 , f =


Q

−uΨ
−qΨ+ uQ+ c̃(Σ),

ã(Σ)u+ b̃(Σ)q

 ,

z =

(
Q
r

)
, F =

(
r

−ρ′ + (ρ+ εr)Ψ

)
,

с соответствующими граничными условиями.
Отметим, что система F (y, z, x, 0) = 0 имеет

изолированное решение

z = ϕ(y, x) =

(
1
Σ

[
ρ′

ρ − m̃(Σ)u− ñ(Σ)q
]

0

)
. (7)

2. Решение вырожденной задачи. Од-
новременно с (5)–(6) рассмотрим вырожденную
систему (при ε = 0)

dŷ
dx = f(ŷ, ẑ), (8)

F (ŷ, ẑ, x, 0) = 0. (9)

В работах [6, 7] найдено численное решение за-
дачи (8)–(9). В данном пункте приведем еще один
конструктивный подход к нахождению решения
вырожденной задачи.

Исследование системы (8)–(9) с учетом (7) сво-
дится к исследованию системы

dŷ

dx
= f(ŷ, ϕ(ŷ, x))

или, в развернутом виде:
φ̂′ = 1

Σ̂

[
ρ′

ρ − m̃(Σ̂)û− ñ(Σ̂)q̂
]
,

û′ = −ûρ
′

ρ ,

q̂′ = −q̂ ρ
′

ρ + û
Σ̂

[
ρ′

ρ − m̃(Σ̂)û− ñ(Σ̂)q̂
]
+ c̃(Σ̂),

Σ̂′ = ã(Σ̂)û+ b̃(Σ̂)q̂

(10)

с граничными условиями

Σ̂(0) = Σ̂(1) = 1,
φ̂(0) = 0, φ̂(1) = B.

(11)

Задачу (10)–(11) запишем в векторном виде

dŷ

dx
−A(x)ŷ = f̄(ŷ, x),Mŷ =M0ŷ(0) +M1ŷ(1) = B.

Фундаментальная матрица для системы урав-
нений соответствующей однородной задачи имеет
вид

X(x) =


1 0 0 0
0 1

ρ(x) 0 0

0 0 1
ρ(x) 0

0 0 0 1

 .

Рассмотрим D =MX — матрицу, полученную
при подстановке в краевое условие фундаменталь-
ной матрицы:

D =


1 0 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 0 1

 .

Матрица Грина для однородной задачи суще-
ствует и единственна тогда и только тогда, когда
rangD = dimX.

В нашем случае rangD = 2, dimX = 4, поэто-
му для нахождения решения краевой задачи (10),
(11) построим обобщенную матрицу Грина [8, 9].

G(x, s) =
[( 1∫

0

1

ρ2(t)
dt
)−1

s∫
0

1

ρ2(t)
dt− 1

2

]
×

×


0 0 0 0

0 ρ(s)
ρ(x) 0 0

0 0 ρ(s)
ρ(x) 0

0 0 0 0

+

+
1

2
sign(x− s)


1 0 0 0

0 ρ(s)
ρ(x) 0 0

0 0 ρ(s)
ρ(x) 0

0 0 0 1

 .

Общая методика исследования поставленной
нелинейной краевой задачи (10)–(11) основывает-
ся на переходе с помощью обобщенной матрицы
Грина от исходной краевой задачи к системе ин-
тегральных уравнений:

ŷ1(x) =

x∫
0

f̄1(ŷ, s) ds, ŷ2(x) =
u0
ρ(x)

,

ŷ3(x) =
1

ρ(x)

[
q0 +

x∫
0

ρ(s)f̄3(ŷ, s) ds+

+

1∫
0

[( 1∫
0

1

ρ2(t)
dt
)−1

s∫
0

1

ρ2(t)
dt− 1

]
ρ(s)f̄3(ŷ, s) ds

]
,

ŷ4(x) =

x∫
0

f̄4(ŷ, s) ds+ 1.

Параметры u0, q0 определяются с учетом усло-
вий разрешимости, имеющих в данном случае
следующий вид

1∫
0

f̄1(ŷ, s) ds = B,

1∫
0

f̄4(ŷ, s) ds = 0.

Доказательство существования единственно-
го решения системы нелинейных интегральных
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уравнений может быть проведено при помощи ме-
тода последовательных приближений на основе
принципа сжимающих отображений [10].

3. Построение интегрального многооб-
разия. С учетом решения (7) сделаем в системе
(5)–(6) замену

z = ϕ(y, x) + ψ =

(
Q̄
0

)
+

(
Qε
r

)
, (12)

где

Q̄ =
1

Σ

[ρ′
ρ
− m̃(Σ)u− ñ(Σ)q

]
, Qε = Q− Q̄.

В итоге получим
dy
dx = h(y, ψ, x), (13)

εdψdx = A(y, x)ψ + g(y, ψ, x, ε), (14)

здесь

A(y, x) = Fz(y, ϕ(y, x), x, 0) =

(
0 1
ρΣ 0

)
,

g(y, ψ, x, ε) = F (y, ϕ(y, x) + ψ, x, ε)−
−Fz(y, ϕ(y, x), x, 0)ψ − ε (ϕx + ϕyh) ,

h(y, ψ, x) = f(y, ϕ(y, x) + ψ, x).

Конкретно

h =


Q̄+Qε

−u(ρ
′

ρ +QεΣ)

−q(ρ
′

ρ +QεΣ) + u
[
Q̄+Qε

]
+ c̃(Σ),

ã(Σ)u+ b̃(Σ)q

 ,

F =

(
r

ρΣQε + εr(ρ
′

ρ +ΣQε)

)
.

Далее рассматриваем задачу{
εψ′(x) = A(y, x)ψ(x) + g(y, ψ, x, ε),
P0ψ(0) + P1ψ(1) = 0,

(15)

где

P0 =

(
0 1
0 0

)
, P1 =

(
0 0
0 1

)
.

Собственные значения матрицы A: λ1 =
−
√
a(x) и λ2 =

√
a(x), где a(x) = ρ(x)Σ(x), для

всех y : ||y− ŷ|| ≤ δ, x ∈ [0, 1] удовлетворяют усло-
вию:

Reλ1 ≤ −α1 < 0,
Reλ2 ≥ α2 > 0.

Следуя [11], можно показать, что существу-
ют такие положительные числа ε1, c2, что для
каждого значения ε < ε1 однородная задача{

εψ′(x) = A(y, x)ψ(x)
P0ψ(0) + P1ψ(1) = 0

имеет матрицу Грина G(s, t, ε) такую, что∥∥∥∥∥∥
1∫

0

1

ε
G(x, s, ε) ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ c2. (16)

Действительно, на основе двух фундаменталь-
ных систем решений, полученных при приведе-
нии системы уравнений к квазидиагональному ви-
ду, можно построить фундаментальную матрицу
Y (x, ε).

В этом случае матрица Грина имеет вид

G(x, s, ε) =
{

Y (x, ε)V (s, ε), 0 ≤ x ≤ s ≤ 1
Y (x, ε)W (s, ε), 0 ≤ s ≤ x ≤ 1

(17)

где V , W – некоторые матрицы, подчиненные
условиям{

P0Y (0, ε)V (s, ε) + P1Y (1, ε)W (s, ε) = 0,
Y (s, ε)W (s, ε)− Y (s, ε)V (s, ε) = I.

Учитывая, что exp

(
−1
ε

s∫
x

√
a(τ) dτ

)
≤ 1 и

exp

(
− 1
ε

x∫
s

√
a(τ) dτ

)
≤ 1, получаем оценку (16).

Будем рассматривать класс функций ψ(y, x)
(зависимость от ε в дальнейшем не указываем
для простоты изложения), определенных в обла-
сти ||y − ŷ|| ≤ δ, x ∈ [0, 1], непрерывных по x и
удовлетворяющих в этой области неравенствам

||ψ(y, x)|| ≤ kε,
||ψ(ȳ, x)− ψ(¯̄y, x)|| ≤ χε||ȳ − ¯̄y||. (18)

Для оператора

T ψ(y, x) =
1∫

0

1

ε
G(x, s, ε)g(y, ψ(y, s), s, ε) ds

выполняются условия принципа сжимающих
отображений, т.е.

1. ||T ψ(y, x)|| ≤ kε,
||T ψ(ȳ, x)− T ψ(¯̄y, x)|| ≤ χε||ȳ − ¯̄y||;

2. ||T ψ(ȳ, x) − T ψ(¯̄y, x)|| ≤ ξ||ψ(ȳ, x) − ψ(¯̄y, x)||,
причем ξ < 1.

Действительно, можно показать, что справед-
ливы неравенства

||g(y, 0, x, ε)|| ≤ ζε,

||g(ȳ, ψ̂, x, ε)− g(¯̄y, ψ̌, x, ε)|| ≤

≤ ωε
(
||ȳ − ¯̄y||+ ||ψ̂ − ψ̌||

)
,

где ζ, ω — положительные постоянные.
Причем для k, χ должны выполняться усло-

вия

c2(ωkε0 + ζ) ≤ k,
c2ωε0 < 1,
c2ω(1 + ωε0) ≤ χ.

(19)
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В этом случае уравнение ψ = T ψ имеет един-
ственное решение ψ(y, x, ε) и справедливо следу-
ющее утверждение [12]:

Утверждение 1. Если существу-
ет решение краевой задачи (10)–(11), то
∃ ε0, δ, k, χ : ∀ ε ≤ ε0 краевая задача (3)–(4)
имеет единственное четырехпараметриче-
ское интегральное многобразие, представимое
соотношением

z = ϕ(y, x) + ψ(y, x, ε),

в котором функция ψ(y, x, ε) определена для всех
||y − ŷ|| ≤ δ, x ∈ [0, 1], ε ≤ ε0, непрерывна
по всем аргументам и удовлетворяет неравен-
ствам (18).

4. Система на многообразии. Система
(13) на многообразии z = ϕ(y, x) + ψ(y, x, ε) сво-
дится к рассмотрению

dy

dx
= h(y, ψ(y, x, ε), x). (20)

Линеаризуем эту систему относительно реше-
ния вырожденной системы (8)–(9). Положим y =
ŷ + y̌ и получим

dy̌
dx = B(x)y̌ + p(y̌, x, ε), (21)

где

B(x) = hy(ŷ(x), 0, x),

p(y̌, x, ε) = h(ŷ + y̌, ψ(ŷ + y̌, x, ε), x)−
−h(ŷ, 0, x)− hy(ŷ, 0, x)y̌.

Граничные условия для системы (21) имеют
следующий вид

My̌ =M0y̌(0) +M1y̌(1) = 0. (22)

Рассмотрим X̌(x) фундаментальную матрицу
для соответствующей (21) однородной системы
уравнений, а также Ď = MX̌ – матрицу, полу-
ченную при подстановке в краевое условие фун-
даментальной матрицы. Получим, что rangĎ = 2,
dimX̌ = 4. Поэтому для доказательства существо-
вания решения краевой задачи (21)–(22) можно
построить обобщенную матрицу Грина Ǧ(x, s, ε).

По аналогии со случаем вырожденной краевой
задачи, для p(y̌, s, ε) должны также выполняться
определенные условия разрешимости [8]:

P̌ ∗
dM

1∫
0

Ǩ(·, s)p(y̌, s, ε) ds = 0. (23)

Здесь P̌ ∗
d (d = dimX̌ − rangĎ = 2) – матрица

2 × 4, состоящая из линейно-независимых строк
матрицы P̌ ∗, ортопроектора, проектирующего R4

на нуль-пространства N(Ď∗); Ď∗ – 4 × 4-мерная
матрица, сопряженная к Ď; Ǩ(x, s) – 4×4-мерная
матрица:

Ǩ(x, s) =
1

2
X̌(x)X̌−1(s)sign(x− s).

Рассмотрим оператор

Ť y̌ =

1∫
0

Ǧ(x, s, ε)p(y̌, s, ε) ds. (24)

Используя методику, представленную в [12],
можно получить оценки для p(y̌, x, ε) в простран-
стве функций y̌ непрерывных на отрезке 0 < x < 1
и таких, что ||y̌|| ≤ lε ≤ δ:

||p(y̌, x, ε)|| ≤ µε||y̌||+ νε, (25)

µ, ν – положительные постоянные.
Благодаря полученным оценкам для p(y̌, x, ε) и

ограниченности по модулю некоторой константой
c3 матрицы Грина (по построению), оператор (24)
является сжимающим:

||Ť y̌|| ≤ c3(lµε+ ν)ε,

||Ť y̌ − Ť y̌∗|| ≤ c3µε||y̌ − y̌∗||.

Итак, если ε0 таково, что

c3(lµε0 + ν) ≤ l, c3µε0 < 1, (26)

то ∀ε ≤ ε0 существует единственное решение
y̌ = y̌(x, ε) системы (21), причем ||y̌|| ≤ lε ≤ δ.
Следовательно, существует единственное решение
y = y(x, ε) системы (20).

И в итоге существует
(

y(x, ε)
ψ(y, x, ε)

)
– един-

ственное решение системы (3)–(4), непрерывное
по ε.

Таким образом, справедливо
Утверждение 2. Если существует реше-

ние краевой задачи (10)–(11) и выполнены усло-
вия разрешимости для краевой задачи (21)–(22),
то краевая задача (3)–(4) имеет единственное
непрерывное при x ∈ [0, 1] решение

φ(x, ε) = φ̂(x) +O(ε),
u(x, ε) = u0

ρ(x) +O(ε),

q(x, ε) = q̂(x) +O(ε),

Σ(x, ε) = Σ̂(x) +O(ε),

Q(x, ε) = Q̂(x) +O(ε),
r(x, ε) = ρ(x) +O(ε2).
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