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Рассмотрен метод усреднения, позволяющий по-
лучать макрохарактеристики для упругой 1-перио-
дической среды без введения каких-либо гипотез. 
Макрохарактеристики вычисляются как интегралы 
ячейковых функций, которые находятся путем  
решения семейства рекуррентных задач на перио-
дической ячейке. Получены асимптотические фор-
мулы, позволяющие по макровеличинам восстанав-
ливать значения микроперемещений и напряжений 
в каждой точке 1-периодического континуума. 
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ристики упругой среды, периодическая ячейка, пе-
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The method of the averaging allows receiving 
macro-characteristics for the elastic 1-periodic medium 
without introduction of any hypothesis. Macro-charac-
teristics are calculated as integrals of the cellular func-
tions which are found by solving family of recurrent 
problems on a periodic cell. The authors received  
asymptotic formulas which make possible to restore 
value of micro-displacements and stresses at each point  
of a 1-periodic medium on macro-sizes. 
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Постановка задачи. Рассмотрим одномерную 
упругую среду, упругие характеристики которой 
периодически меняются вдоль пространственной 
оси x, так, что можно считать эту среду разбитой на 
периодически повторяющиеся слои (рис.). Внутри 
каждого слоя упругие характеристики меняются 
непрерывно. В дальнейшем такую среду будем на-
зывать 1-периодичной. Пусть , ,x y zu u u  – переме-

щения точек стержня в направлении осей x, y, z со-
ответственно; αβσ  – компоненты тензора напря-

жения; [ ]f  – скачок величины f на границе перехо-

да от одной упругой среды к другой с разными 

свойствами; ( )j i
Eαβ ψ  – упругие постоянные, внут-

ри каждой упругой среды они могут непрерывно 
меняться, а на границах сред претерпевать скачки. 
Пусть h – линейный размер периодичности вдоль 
оси x, L  – характерный размер тела, E� – характер-
ное среднее значение модуля Юнга, αF  – объемные 

силы. Перейдем к безразмерным переменным и 
функциям, для простоты не меняя их обозначения: 

, , ,x x L y y L z z L u u hα α↔ ↔ ↔ ↔ , 

E E Eαβϕψ αβϕψ↔ � , Eαβ αβσ σ↔ � , 

q q Eα α↔ � , F F h Eα α=� � . 

 

В дальнейшем будем считать, что отношение 
размера периодической ячейки упругой среды  
к характерному размеру тела является малым  

1h Lε = << . 

 
 

 
 

 
 
Рассмотрим тело, вырезанное из 1-периодичной 

среды, на которое действуют какие-либо нагрузки, 
тогда внутри тела должны выполняться уравнения 
равновесия: 

0=+ε
∂
σ∂+ε

∂
σ∂

+ε
∂
σ∂

α
ααα F
zyx

zyx , { }, ,x y zα = . (1) 

На границе перехода от одной упругой среды  
к другой должны быть непрерывны перемещения  
и контактные напряжения:  

[ ] 0xασ = , [ ] 0uα = , { }, ,x y zα = ,       (2) 

 
 
 

y 

z x 

 Один-периодическая среда,  
периодичность вдоль оси  x 

* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
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Считаем, что материал упругой среды является 
анизотропным, закон Гука для которого в каждой 
точке содержит 21 независимую константу αβϕψΕ   

и имеет вид [1]:  

{ }, , , , , , . (3)E e x y zαβ αβϕψ ϕψσ α β ϕ ψ= ∈∑
 

Компоненты тензора деформаций связаны с ком-
понентами вектора перемещений следующими  
соотношениями: 

0.5
uu

e βα
αβ ε ε

β α
∂⎛ ⎞∂= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, { }, , ,x y zα β ∈ .  (4) 

Если к задаче (1)–(4) добавить краевые условия 
на поверхности исследуемого тела, заданные либо 
путем задания поверхностных сил, действующих  
на тело, либо путем задания кинематических огра-
ничений на перемещение точек поверхности,  
то получится стандартная краевая задача простран-
ственной теории упругости. Решение данной задачи 
усложняется тем, что упругие характеристики 
Eαβϕψ  в соответствии с определением один-перио-

дичной среды являются быстро меняющимися пе-
риодическими функциями пространственной коор-
динаты, поэтому при использовании численного 
метода для сохранения минимальной точности  
требуется использовать слишком большое число  
конечных элементов, размеры которых должны 
быть как минимум соизмеримы с размерами каждой 
из сред, составляющих собой периодические слои. 
В работе [1] была рассмотрена такая же задача  
в более общей постановке, когда среда считается 
три-периодической, с помощью метода асимптоти-
ческого расщепления [2], воспользуемся результатами 
этой работы. Внутри каждого периодически повто-
ряющегося слоя введена быстрая переменная xξ [3]: 

i xx x ξ ε= + ,   [ ]0,1xξ ∈ ,   (5) 

где xi – координаты границы i-го периодического 
слоя. Упругие характеристики 1-периодической 
среды можно считать зависящими только от этой 
быстрой координаты: 

( )xE Eαβϕψ αβϕψ ξ= .                     (6) 

В дальнейшем используются векторные обозна-
чения 

( ), , x y zr x y z xэ yэ zэ= = + + , x xэξ ξ= .        (7) 

Считаем, что перемещения и напряжения зави-
сят от быстрых и от медленных переменных и спра-
ведливо следующее условие периодичности: 

( ) ( )
0 1

, ,
x x

x xu r u rα αξ ξ
ξ ξ

= =
= , 

( ) ( )
0 1

, ,
x x

x xr rαβ αβξ ξ
σ ξ σ ξ

= =
= , 

{ }, , ,x y zα β ∈ .                         (8) 

Дифференциальный оператор в направлении х  
в новых переменных меняется: 

xxx ξ∂
∂

ε
+

∂
∂=

∂
∂ 1

, 
yy ∂
∂=

∂
∂

, 
zz ∂
∂=

∂
∂

.      (9) 

Вследствие изменения дифференциальных опе-
раторов (9) задача (1)–(4) претерпевает изменения: 

0yx z x

x

F
x y z

αα α α
α

σσ σ σε ε ε
ξ

∂∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

{ }, ,x y zα = .                         (10)  
 

Условие (2) на границе перехода от одной упру-
гой среды к другой и закон Гука (3) остаются  
без изменений. Формулы для компонент тензора 
деформаций принимают вид: 

0.5 x x
x x

u uu u
e β βα α
αβ β αε ε δ δ

β α ξ ξ
∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 

{ }, , ,x y zα β ∈ .                      (11) 

Решение задачи (10)–(11), (2)–(3) для компонент 
вектора перемещений и тензора напряжений ищем в 
следующем виде [1]: 

 

( )( ) ( ) ( )
( )
0

 
0

yx z
x y z

nknn k k
x kk k

k k k k k

u U
x y z

η η
α α

ηξ ε
= + + =

⎛ ⎞∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ , 

{ }, ,x y zα ∈ , 

( )( ) ( ) ( )
( )
0

 
0 x y z

nknn k k
x k

k k k k k r
η η
αβ αβ

ησ τ ξ ε
= + + =

⎛ ⎞∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ∑ . (12) 

 

Считаем, что объемные силы имеют расщеплен-
ный характер зависимости от быстрой и медленных 
переменных: 

( ) ( ) ( ), x xF r q f rα α αξ ξ= .             (13) 

Оператор осреднения по ячейке является инте-
гралом по периодической быстрой переменной,  
он имеет естественный вид: 

1

0

_ _ xdξ= ∫ .                       (14) 

Если формулы (11)–(12) подставить в краевую 
задачу (10)–(11), (2)–(3) с условием периодичности 
(8) и собрать подобные при степенях дифферен- 
циальных операторов по медленным переменным  
и приравнять их нулю, то получим для каждого 
фиксированного целочисленного вектора k  крае-
вые задачи на периодической ячейке (периодиче-
ском слое) для неизвестных 1-периодических ячей-
ковых функций вектора перемещений: 

     

( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

  

 
0,

x y
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k э k эx

x y
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k э k
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q В
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                     { }, ,x y zα ∈ ; (15) 
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формулы связи ячейковых функций тензора напря-
жений и вектора перемещений: 

( ) ( )
{ }

( ) ( ) ( )

 

 
, , ,

 

  

0.5

;

k

k

x
x y z x

k

k э k э

x
x

d U
E

d
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d
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ϕη
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η
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ϕ ϕ ψ

τ δ
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ξ

∈

− −

⎛
⎜= +
⎜⎜
⎝

⎞
⎟+ + +
⎟⎟
⎠

∑

 (16) 

на границе перехода внутри ячейки от одной упру-
гой среды к другой должны выполняться условия 
непрерывности:  

( )
 

0
k

x
η
ατ⎡ ⎤ =

⎢ ⎥⎣ ⎦
, ( )

 
0

k
Uη

α
⎡ ⎤ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

, { }, ,x y zα = ;    (17) 

условия периодичности ячейковых функций 

( ) ( ) ( ) ( )
  

0 1x x

k k

x xU Uη η
α α

ξ ξ
ξ ξ

= =
= , 

( ) ( ) ( ) ( )
  

0 1x x

k k

x x
η η
αβ αβ

ξ ξ
τ ξ τ ξ

= =
= ,

 

{ }, , ,x y zα β ∈ .                        (18)
 

Выражения (15)–(18) для каждого фиксирован-
ного целочисленного вектора k  представляют  
собой краевую задачу на нахождение 1-периоди-
ческих ячейковых функций вектора перемещений.  
Для однозначной определенности всех констант 

при 1k ≥  к задаче (15)–(18) следует добавить ус-

ловие нормировки: 

( )
 

0
k

Uη
α = , 1k ≥ , { }, ,x y zα ∈ .       (19) 

Формулы для вычисления констант ( )
 

k
Bη
α полу-

чаются из условия разрешимости уравнений (15)  
и выполнения условий периодичности (18): 

( ) ( ) ( ) ( )
    

x y zk k э k э k э

x y zBη η η η
α α α ατ τ τ

− − −
= + + ,

 

{ }, ,x y zα = .                         (20) 

Таким образом, получается система рекурсив-
ных одномерных краевых задач (15)–(20) на нахож-
дение трех 1-периодических ячейковых функций 

( )
 

k
Uη

α . 

Краевые задачи на периодической ячейке  
при k = 0. Решение краевой задачи (18)–(23) при 
жесткостном номере k = 0 состоит из трех незави-
симых решений:  

( ) ( )0 0

  
, 0v vU ϕ ϕϕ

α α αβδ τ= = ,
 0 ( ) ( )r v rϕη = ,

 

{ }, , , ,x y zα β ϕ∈ ;                   (21) 

Из равенств (20)–(21) следует, что следующие 
константы равны нулю  

( )
 

0
k

Bη
α = , 1k = , { }, ,x y zα = .       (22) 

Ячейковые функции тензора напряжений 

( )
 

k

x
η
ατ  для всех ячейковых векторов k  определя-

ются явным образом из (15) и (18): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
   

k k k

x x xC Tη η η
α α ατ ξ ξ= − , { }, ,x y zα∈ , (23) 

где ( )
 

k
Cη
α  – константы интегрирования,  

а ( ) ( )
 

k

xTη
α ξ  – функции, вычисляемые по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )(   
0

x
x yk k э k э

x x yT
ξ

η η η
α α αξ τ τ

− −
= + +∫

( ) ( )( ) )  

zk э k

z q B dη η
α α ατ ζ ζ

−
+ − , { }, ,x y zα∈ . (24) 

Если функции ( )
 

k

x
η
ατ , найденные из равенств (23), 

подставить в формулы (16) и производные функций 

( )
 

k
Uη

α
оставить слева, а все остальное перенести 

вправо, то получим систему из трех линейных диф-

ференциальных уравнений на функции ( )
 

k
Uη

α
 для 

каждого векторного индекса k  при заданном жест-
костном номере k: 

( ) ( ) ( )
  2

k k

x x x
x x

d U d U
E

d d

η η
ϕ ψ

α ϕψ ϕψ ψ ϕ
ϕ ψ

δ δ δ
ξ ξ≤

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + =
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⎝ ⎠

∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )   
2 2

k k э k э

x xE U U
ψ ϕη η η

α α ϕψ ϕψ ϕ ψ
ϕ ψ

τ δ
− −

≤

= − − +∑ , 

{ }, ,x y zα ∈ .                          (25) 

Ячейковые функции при k = 1. 
Из выражения (24) при k = 1 и равенств (21) сле-

дует тождественное равенство нулю следующих 
функций 

( ) ( )
 

0
kv

xT ϕ
α ξ = ,  { }, , ,x y zα ϕ∈ ,  1k = .  

(26) 

Из равенств (23) и (26) следует, что следующие 
ячейковые функции равны неизменным констан-
там: 

( ) ( ) ( )
  

k kv
x x Cϕ η

α ατ ξ = , { }, , ,x y zα ϕ∈ , 1k = . (27) 

Равенство удобно (25) записать в другом виде: 
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( )
{ }

( )
  

, ,

э эv v
x x

x y z

E X B
ψ ψ

ϕ ϕ
α γ γ α

γ∈
=∑ , { }, ,x y zα ∈ , (28) 

где известные правые части вычисляются по сле-
дующим формулам с учетом равенств (21) 

( ) ( ) ( )
{ }  

,

2 2
э эv v
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y z

B C E
ψ ψ

ϕ ϕ
α α α ηλ ηλ

η λ
δ

≤ ∈

= − −∑  × 
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э э э эv vU U
ψ λ ψ η

ϕ ϕ
η λ

− −
+ ,                   (29) 

а неизвестные функции ( )
 

эvX
ψϕ

γ  связаны с произ-

водными ячейковых функций по переменной пе-
риодической ячейки следующим образом 
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                 (30) 

Окончательная структура решения задачи 
(10)–(11), (2)–(3) для 1-периодической среды имеет 
вид суммы трех независимых решений (12), полу-
ченных на основе равенств (21): 
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{ }, , ,x y zα β ∈ . (31) 

Из формул (31) следует, что функции ( ) ( )nv rϕ  

имеют физический смысл, они являются усреднен-
ными перемещениями по периодической ячейке 

( ) ( ) ( )( )nnv r uα α= , 

в дальнейшем эти функции будут называться  
макроперемещениями. Три неизвестные функции 

макроперемещений ( ) ( )nv rϕ  удовлетворяют систе-

ме трех уравнений в частных производных: 
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{ }, ,x y zα ∈ .                        (32) 

К системе (32) следует добавить краевые усло-
вия на поверхности тела, заданные в виде поверхно-
стных макросил или макроперемещений, тогда  
получится краевая задача, тождественная простран-
ственной задаче теории упругости для однородного 
тела [2].  
Для всех асимптотических методов наиболее 

важное значение имеют самые первые асимптотиче-
ские приближения. Минимальное значение номера 
приближения, при котором система уравнений (32) 
имеет смысл, равняется двум: n = 2. 
Выражения для перемещений и напряжений (31) 

в этом частном случае имеют вид (верхний индекс  
в скобочках, указывающий на номер асимптотиче-
ского приближения, здесь опускаем):  
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Соответственно система уравнений (32) примет 
вид: 
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Усредненная среда. Усредним по ячейке ком-
поненты тензора напряжений (33) и рассмотрим 
величины, содержащие только первые степени ма-
лого параметра ε , введем для них обозначения та-
кие же, как и для компонент тензора напряжений, 
но содержащие сверху знак титлы: 

( )
{ }, , ,

эv

x y z

vψ
ϕ ϕ

αβ αβ
ϕ ψ

σ τ ε
ψ∈

∂
=

∂∑� .         (35) 

Введенные величины являются первым асим-
птотическим приближением к средним напряжени-
ям 1-периодической среды. Из выполнения урав-
нения (34) следует, эти величины αβσ� , подобно  

компонентам действительного тензора напряжений, 
удовлетворяют уравнению равновесия (1) для 
сплошной макросреды, на которую действуют объ-
емные макросилы. Величины αβσ�  в дальнейшем 

будем именовать как макронапряжения, а условную 
однородную упругую среду, в которой они возни-
кают, – как упругую макросреду.  
Для усредненных ячейковых функций тензора 

напряжений может быть доказано свойство пере-
становочности индексов: 
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      ( ) ( )э эv vψ ϕϕ ψ
αβ αβτ τ= , { }, , ,x y zϕ ψ ∈ .      (36) 

Для макросреды в соответствии с формулами (4) 
может быть введен тензор деформаций, вычисляе-
мый по ее макроперемещениям:  

0.5
vv

e βα
αβ ε

β α
∂⎛ ⎞∂= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

�

. (37) 

Тогда равенство (35) может быть переписано  
с использованием свойств (36) и формулы (37)  
в следующем виде: 

    
{ }, , ,x y z

E eαβ αβϕψ ϕψ
ϕ ψ

σ
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= ∑ �

� � , { }, , ,x y zα β ∈ ,    (38) 

где Eαβϕψ
�  – упругие модули макросреды, которые 

вычисляются по формуле 

( ) ( )1

2

э эv vE
ψ ϕϕ ψ

αβϕψ αβ αβτ τ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� .      (39) 

Таким образом, макронапряжения αβσ�  являются 

компонентами тензора напряжений в однородной 
среде, точки которой деформируется так же, как 
средние перемещения исходной 1-периодической 
среды и упругие константы которой вычисляются 
из операции усреднения ячейковых функций 1-пе-
риодической среды.  
Таким образом, создана асимптотическая теория 

упругих анизотропных 1-периодических сред без 
введения каких-либо гипотез о характере напря-
женного состояния периодической ячейки или  
о характере ее деформационного состояния. Упру-
гие характеристики однородной макросреды вычис-
ляются как интегралы ячейковых функций на пе-
риодической ячейке исходной среды. Получены 
формулы, позволяющие вычислить перемещения  
и напряжения исходной среды по ее макропереме-
щениям и жесткостным функциям ячейки.  

Пример. 1-периодическая среда с одной плоско-
стью симметрии анизотропных свойств. В этом  
случае часть упругих констант равна нулю и закон 
Гука (3) имеет вид: 
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Формулы для ячейковых функций тензора на-
пряжений принимают следующий вид: 
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{ }, ,y zα β ∈ . (41) 

Из формул (41) следует, что часть ячейковых 
функций тождественно равна нулю: 
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другая часть постоянна на ячейке: 

( ) ( )
1

  

1
,

z yy z
э эv xxyzv

xx xx
xxxx xxxx

E

E E
τ τ

−

= =  

( )
1

 

1
,

эv xx
xx

xxxx xxxx

E

E E

ψ
ψ ψψτ

−

=  

( ) ( ) ( ) ( )
    

1
,

xz yx yx xz
ээ ээ vv vv

yx yx zx zx xyxzEτ τ τ τ= = = =
Δ

�

�

( ) ( )
  

1
,

x
x

ээ vv
x x x xE

β β
β β β βτ τ= =

Δ
�

�
 

( )2

xzxz xyxy xyxzE E EΔ = −
� � � �

, ,
E

E αβϕψ
αβϕψ =

Δ
�

  (43) 

( )2

xyxy xzxz xyxzE E EΔ = − , 

третья часть зависит от переменной ячейки: 

( )
1

 

1

,

эv xx xx

xxxx xxxx xxxx

xx xx

xxxx

E E

E E

E E
E

E

ψ
ψ αβ ψψ
αβ

αβ ψψ
αβψψ

τ
−

= +
Ε

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

{ }, , ,y zα β ψ ∈ , 

( ) ( )
1

  

1

,

z yy z
э эv xxyzxxv

xxxx xxxx xxxx

xx xxyz
yz

xxxx

EE

E E E

E E
E

E

αβ
αβ αβ

αβ
αβ

τ τ
−

= = +

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (44) 



Математическое моделирование упругих макрохарактеристик… 

 41 

Для макросреды выполняется закон Гука (40), 
причем формулы для макроупругих констант имеют 
вид: 
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    (45) 

Из формул (45) можно сделать выводы, что мак-
роупругие константы в целом зависят не только  
от упругих констант периодической среды с теми 
же самыми индексами, но и от упругих констант  
с другими индексами. Указанные зависимости су-
щественно отличаются от формул, получаемых  
на основе гипотез о характере напряженного со-
стояния периодических ячеек [4]. 
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