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Для уравнений совместного движения во-
ды и ледового покрова канала формулируется
начально-краевая квазиизотермическая задача в
случае, когда ледовый покров закреплен на стен-
ках канала. Проводится аналитическое и числен-
ное исследование задачи.
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Initial-boundary quasi-isothermal problem when
ice cover is fixed on the channel walls, equations of
combined motion of the water and the channel ice
sheet is consider. Analytical and numerical study of
the problem is conducted.
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1. Постановка задачи. В рамках линей-
ного приближения рассматривается безвихревое
движение жидкости в канале шириной b и вы-
сотой H , покрытом льдом. Потенциал ϕ(x, y, z, t)
скоростей течения удовлетворяет задаче

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0;

(−H < z < 0, 0 < y < b, −∞ < x <∞);

∂ϕ

∂y
= 0, (y = 0, b);

∂ϕ

∂z
= 0, (z = −H);

∂ϕ

∂z
= wt, (z = 0),

здесь w(x, y, t) – прогиб ледовой поверхности.
Интеграл Бернулли берется в виде

1

ρ
p+ ϕt + gw = 0,

где p – давление; ρ – плотность воды; g – ускорение
свободного падения [1].

Функция w(x, y, t) удовлетворяет уравнению
вида [2, 3]

mwtt +D∇4w −△(Q(x, y)w) = p(x, y, 0, t),

(0 < y < b, −∞ < x <∞)
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и условиям

w = wy = 0, (y = 0, b),

где m – масса покрова на единицу площади (m =
ρihi; hi – толщина покрова); Q(x, y) – температур-
ные напряжения, связанные с образованием ледо-
вого покрова; ∇ – оператор градиента.

Изгибная жесткость D вычисляется по форму-
ле D = Eh3i /[12(1 − ν2)], где E – модуль Юнга
и ν – коэффициент Пуассона для льда. Толщина
льда hi и его плотность ρi считаются постоянны-
ми. Краевые условия для w означают, что ледовое
покрытие приморожено к стенкам канала.

Решение сформулированной задачи для w
ищется в виде w(x, y, t) = AF (y/b) sin(kx + ωt),
где A = const – амплитуда волны; k = const –
волновое число; ω = const – частота волны; иско-
мая функция F (ỹ), ỹ = y

b
, удовлетворяет услови-

ям F = F
′

= 0 при ỹ = 0, ỹ = 1. Температурные
напряжения Q считаются постоянными, следова-
тельно, для каждой заданной температуры полу-
чим собственную функцию w.

В безразмерных переменных (знак тильда
опускается) исходная задача для w сводится к сле-
дующей задаче относительно F и λ

d4F

dy4
− 2K

d2F

dy2
+
(

K4 +æ
)

F (y) =

= λ(α + Λ(K))F, (0 < y < 1); (1)

F = Fy = 0, (y = 0, 1),

где K = kb; 2K =
(

2K2 + Qb2

D

)

; α = m
ρb

; λ = ω2ρb5

D
;

æ = ρgb4

D
+ QK2

D
.
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Учитывая условие ϕz = wt и вид функции
w, потенциал скоростей ϕ будем искать в виде
ϕ = Aφ(y, z) cos(kx+ωt), где функция φ(y, z) удо-
влетворяет задаче

∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= K2φ, (−h < z < 0, 0 < y < 1);

∂φ

∂y
= 0, (y = 0, 1);

∂φ

∂z
= 0, (z = −h);

∂φ

∂z
= F (y), (z = 0),

где Λ(K) < F >= φ(y, 0) и h = H/b.
Требуется, при заданных параметрах

K,K,æ, α найти собственные значения λ и
соответствующие функции F (y), а также ис-
следовать зависимость ω(k) при уменьшении
толщины льда и сравнить вычисления с диспер-
сионным соотношением, полученным для задачи
со свободной поверхностью [4]. Полученный
результат будет использован для изучения воз-
можности разрушения ледового покрова в канале
движущимся судном на воздушной подушке.
Ранее подобные задачи о ледовом покрове в
канале не рассматривались. Задача без учета
температурных напряжений исследовалась в [4].
Задача без учета температурных напряжений с
одной вертикальной стенкой исследовалась в [5].

2. Алгоритм численного решения зада-

чи (1). Определим ортонормированную систему
функций {ψn(y)}

∞

n=1 на интервале (0, 1) как ре-
шения следующей спектральной задачи

ψiv
n = β4

nψn, (0 < y < 1);
ψn = ψ′

n = 0, (y = 0, 1);
1
∫

0

ψ2
n(y)dy = 1,

1
∫

0

ψnψmdy = 0 (n 6= m).
(2)

Функции ψn(y) называются балочными функ-
циями. Они дают формы колебаний балки посто-
янного поперечного сечения, защемленной на обе-
их концах; соответствующие собственные значе-
ния βn связаны с собственными частотами коле-
баний балки.

Решение задачи (1) будем искать в виде

F (y) =

∞
∑

n=1

anψn(y). (3)

Подставляя (3) в (1) и используя (2), получим
систему линейных однородных уравнений относи-
тельно коэффициентов an и параметра λ. Система
имеет бесконечное число уравнений. При ее при-
ближенном решении ограничимся конечным чис-
лом N уравнений и находим собственные числа

полученной матрицы. Проводя расчеты при раз-
личных N, получаем последовательности вида

λN0

1 , λN0+1
1 , λN0+2

1 , ...

λN0

2 , λN0+1
2 , ...

...

λN0

k , λN0+1

k , ...,

сходимость которых при фиксированном k и рас-
тущем N проверяется численно.

Функции ψn(y) вычисляются аналитически, а
собственные значения βn – численно.

Подставляя (3) в (1) и умножая обе части по-
лученного равенства на ψm(y), после интегриро-
вания y с учетом (2) приходим к равенству:

amβ
4
m + 2K

2
∞
∑

n=1

anCnm + (K4 +æ)am =

= λ(αam + bm), (4)

где

bm =

1
∫

0

ψm(y)φ(y, 0)dy;

Cnm = −

1
∫

0

ψ′′

nψmdy =

1
∫

0

ψ′

nψ
′

mdy = −

1
∫

0

ψnψ
′′

mdy.

Для вычисления bm рассмотрим вспомогатель-
ную задачу относительно φ(y, z):

∇2φ = K2φ, (0 < y < 1, −h < z < 0);

∂φ

∂y
= 0, y = 0, 1;

∂φ

∂z
= 0, z = −h;

∂φ

∂z
= F (y), (z = 0, 0 < y < 1),

где F (y) определен в (3).
Функцию φ(y, z) представим в виде

φ(y, z) =

∞
∑

k=1

akφk(y, z),

где новые искомые функции φk(y, z) удовлетворя-
ют следующей задаче:

∇2φk = K2φk, (0 < y < 1,−h < z < 0);

∂φk
∂y

= 0, y = 0, 1; (5)

∂φk
∂z

= 0, z = −h;

∂φk
∂z

= ψk(y), (z = 0, 0 < y < 1).
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Тогда для bm имеем

bm =
1
∫

0

ψmφdy =
∑

∞

k=1
ak

1
∫

0

ψmφk(y, 0)dy =

=
∞
∑

k=1

ak
1
∫

0

∂φm

∂z
φkdy.

Повторяя анализ, проведенный в [4], находим:

1
∫

0

∂φm
∂z

φkdy =

∫

Ω

(∇φk∇φm +K2φkφm)dydz.

Следовательно,

1
∫

0

∂φm
∂z

φkdy =

1
∫

0

φm
∂φk
∂z

dy ≡Mmk.

Поэтому приходим к равенству

bm =
∞
∑

k=1

Mmkak, Mmk =Mkm.

Используя введенные элементы Cnm и Mmk,
равенство (4) представим в виде

(β4
m +K4 +æ)am + 2K

2
∞
∑

n=1

Cmnan =

= λ(αam +
∞
∑

n=1

Mmnan),

или в матричной форме
(

D + 2K
2
C
)

~a = λ(αI +M)~a, (6)

где ~a = (a1, a2, a3, ...)
T – вектор; D = diag{β4

1 +
K4 +æ, β4

2 +K4 +æ, ...} – диагональная матрица;
C = {Cnm}∞n,m=1 и M = {Mnm}∞n,m=1 – симмет-
ричные матрицы.

Умножим обе части (6) на (αI +M)−1 и обо-
значим

A = (αI +M)−1 ·
(

D + 2K
2
C
)

.

Приходим к задаче вида

(A− λI)~a = 0. (7)

Элементы матрицы A вычисляются численно
по указанным выше формулам. После этого на-
ходятся собственные значения λn и вычисляется
функция Fn.

3. Численное решение задачи (7). Бу-
дем решать численно задачу (7) при следующих
значениях параметров: K = K = 100; æ =
144.452; α = 0.0183.

Решение в вычислительной среде MatLab стро-
ится в несколько этапов:

1. Матрица C не зависит от параметров зада-
чи, вычисляется заранее и сохраняется в файле.

Это же справедливо для последовательности βn и
функций ψn(y).

2. Вычисляются матрицы M и D, зависящие
от параметров задачи.

3. Вычисляется матрица A заданной размерно-
сти.

4. Вычисляются собственные значения λn и
собственные вектора an.

5. По найденным значениям λn находятся ча-
стоты ωn.

В таблице 1 приведены 4 первых значения ωn,
соответствующие полученным собственным зна-
чениям λn для разного числа уравнений в (7)

Таблица 1
Значения ωn в зависимости от числа уравнений

5 уравнений 20 уравнений 50 уравнений
113,9748 105,6593 105,1798
205,7769 193,6093 192,8032
328,8829 305,2569 302,798
419,2954 397,1653 394,6687

Заметим, что разность чисел, полученных для
матриц размерности 50× 50 и 20× 20, на порядок
меньше от разности чисел, полученных для 50×50
и 5× 5 . Разность первых двух частот для матриц
50 × 50 и 20 × 20 по модулю не превышает 1, ко-
гда разности 3 и 4 чисел больше разности первого
числа в 6 раз. Для более высокой точности полу-
ченных значений ω требуется построение матриц
с большим числом уравнений в (7).

На рисунках 1–2 представлены графики изме-
нения прогиба ледового канала w, соответствую-
щие частоте волны ωn = 105, 6593, при t = const =
1, x ∈ [−10, 10] и x = const = 0, t ∈ [0, 0.1] соот-
ветственно.

Будем увеличивать волновое число k от 1 до 4
с шагом по k равным 0,1. Получим при каждом k
свои собственные частоты ωn. Начнем уменьшать
толщину льда h и сравним полученные последо-
вательности ωn с частотами, полученными для за-
дачи со свободной поверхностью [4]

ω2 = g
√

k2 + µ2
n tanh[

√

k2 + µ2
nH ],

где k – волновое число; ω – частота волны; H –
высота канала; µn = πn/b; b – ширина канала.

Результаты вычислений представлены на ри-
сунке 3.
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Рис. 1. График функции w при ω = 105,6593; t = 1

Рис. 2. График функции w при ω = 105,6593; x = 1

Рис. 3. График функции ω(k) в зависимости от толщины канала h
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