
МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

УДК 532.517

О.Н. Гончарова

Моделирование течений в условиях тепло- и
массопереноса на границе раздела*

O.N. Goncharova

Modeling of Flows Under Conditions of Heat-
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Математическое моделирование взаимодей-
ствия тепловой, гравитационной и термокапил-
лярной конвекции в областях с границами раз-
дела, даже без учета массопереноса – важная и
актуальная задача. Наличие неизвестной грани-
цы раздела, не являющейся материальной поверх-
ностью при учете испарения через нее, вносит в
математическое моделирование дополнительные
трудности. Основным и принципиальным вопро-
сом становится формулировка граничных условий
на поверхности раздела двух сред. На основе за-
конов сохранения и соотношений на сильном раз-
рыве обобщенные кинематическое, динамическое
и энергетическое условия сформулированы в дан-
ной работе в безразмерной форме. Обсуждаются
теоретические аспекты исследования задач с гра-
ницами раздела, гипотезы, принимаемые при вы-
воде условий на границе раздела, способы полу-
чения упрощенных постановок.
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Mathematical modeling of interaction of
the thermal, gravitational and thermocapillary
convection in the domains with interfaces is very
important and actual problem even without mass
transfer. The presence of an unknown interface, that
is not a material surface by taking into account the
evaporation, brings in the modeling the additional
difficulties. The principal question here is to
formulate the interface conditions. The generalized
kinematic, dynamic and energetic conditions are
formulated in this paper in the dimensionless form
on the basis of the conservation laws and strong
discontinuity relations. The theoretical aspects
of investigation of the problems with interfaces,
hypotheses used by derivation of the interface
conditions and methods of simplifications of the
problem statements are discussed.
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interface, evaporation through the interface, interface

conditions.

1. Введение. Математическое моделиро-
вание течений жидкостей со свободными грани-
цами или границами раздела, которые возникают
либо сопровождаются испарением под действием
потока газа, становится актуальной задачей вви-
ду сложности задач, требующих решения. Даже
при отсутствии массопереноса на границе раздела
нестационарные задачи, задачи с деформируемы-
ми границами продолжают оставаться сложными
для исследования, несмотря на то, что хорошо
поставлены. Подробному изучению различных
аспектов, связанных с процессами в жидкостях,
в том числе гравитационной и термокапиллярной
конвекцией, посвящены монографии [1–3]. В
работах [4, 5] представлен строгий вывод условий
на свободной границе. Эти условия базируются
на предположении, что граница раздела есть
движущаяся гладкая материальная поверхность,
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понимаемая как образ фиксированной поверх-
ности в пространстве Лагранжевых координат.
Отметим, что в обычной постановке задач со сво-
бодными границами исключается такой процесс,
как массоперенос через границу раздела.

Моделирование процессов, которые характери-
зуются переносом массы через границу, предпола-
гает обобщение граничных условий, принимаемых
на свободной поверхности. Данная проблема дав-
но и успешно решается при изучении задач плав-
ления и кристаллизации [6]. На основе условий на
сильном разрыве [7–9] в [6] проведен вывод усло-
вий на границе «твердое тело – расплав», позволя-
ющих учесть перенос примеси через границу. Из
многих работ, посвященных конденсации, следует
выделить монографию [10], посвященную поста-
новке задач конденсации, где граничные условия
формулируются с учетом потока массы через гра-
ницу.

Одна из важных моделей испарения слоя жид-
кости, находящейся в контакте со слоем газа,
предлагается в [11], где формулировка гранич-
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ных условий проведена на основе классических
принципов термодинамики необратимых процес-
сов [12], развитых в [13]. Уравнения баланса мас-
сы, импульса и энергии на границе раздела пред-
ставлены в [11] в предположении о слабом испаре-
нии, пренебрежении вязкой диссипацией, молеку-
лярно-кинетической энергией пара в уравнениях
баланса энергии и импульса. При этом испарение
рассматривается близким к глобальному состоя-
нию равновесия, (p0, T0) выбираемому в качестве
относительного состояния, p0 = P (T0), где P (T )
– закон испарения «жидкость – пар». Кинетиче-
ское уравнение Герца–Кнудсена для определения
потока массы в результате испарения выражает
пропорциональность этого потока разности меж-
ду давлением насыщенного пара и актуальным
парциальным давлением пара в газе [11] (см. так-
же: [14]):

J =
α√

2πRgTI

(
P (TI)− ps

)
. (1)

Здесь Rg – идеальная газовая постоянная, де-
ленная на молярную массу пара; TI – температура
на границе раздела со стороны жидкости; α – ко-
эффициент аккомодации, зависящий от Rg, p0, T0

и от феноменологического параметра. Этот пара-
метр участвует в условии, определяющем грани-
цу раздела и обобщающем обычные соотношения
равновесия на границе раздела, записанные для
температуры и химического потенциала. Уравне-
ние Клаузиуса–Клапейрона [15,16], которое выра-
жает давление пара при определенной температу-
ре с помощью скрытой теплоты парообразования,
используется здесь в экспоненциальной форме

P (T ) = p0 exp
(
− L(T0)

Rg

( 1
T

− 1

T0

))
(2)

и помогает определить температуру насыщенно-
го пара Ts, как ps = P (Ts). Здесь L(T0) – скрытая
теплота парообразования (испарения) в состоянии
равновесия; относительное состояние может быть
выбрано как ps, Ts, благодаря постоянной темпе-
ратуре в предположении о постоянном термоди-
намическом давлении пара. Теоретическая модель
испарения слоя чистой жидкости, соседствующей
со слоем газа, разработана в [14] на основе [11].

В работах [17–21] течение жидкости с испа-
рением изучается в приближении тонкого слоя.
Двумерная длинноволновая модель испаряющего-
ся тонкого слоя жидкости, стекающего по неод-
нородно нагретой подложке, изучается в [17]. Те-
чение жидкости описывается в терминах толщи-
ны слоя, уравнение для которой выводится на ос-
нове системы уравнений Навье–Стокса и энергии
при подходящих граничных условиях. Поток мас-
сы принимается во внимание в кинематическом
и динамических условиях. Дополнительно следу-
ет сформулировать соотношение, определяющее

локальный поток массы J . Данное соотношение
выписывается с использованием линеаризованно-
го относительно температуры T соотношения для
J вида [17]:

J = αρsL(
M

2πRgT 3
s

)1/2(T − Ts), (3)

где α – коэффициент аккомодации; L – скры-
тая теплота испарения; ρs – плотность пара; M

– молекулярный вес; Rg – универсальная газовая
постоянная; Ts – температура насыщенного па-
ра. Подобная форма записи потока массы J ис-
пользуется в [18] (см.: [22]), где в рамках длинно-
волнового приближения изучается движение слоя
испаряющегося под действием лазерной радиа-
ции расплава, стекающего по наклонной стенке
[22]. Уравнение, определяющее форму свободной
поверхности [17], представляет собой нелинейное
уравнение типа Беннея (Benney’s type), учиты-
вающее эффекты гравитации, вязкости, капил-
лярности, термокапиллярности и испарения. Сла-
гаемое, выражающее силы за счет отдачи пара,
включено в уравнение баланса нормальных на-
пряжений на границе раздела согласно [23].

Работа [24] посвящена математическому мо-
делированию процессов формирования сфериче-
ских микробаллонов с учетом диффузионного пе-
реноса растворенного газа, как пассивной приме-
си, через свободную границу. Изучается задача
о динамике сферической оболочки со свободны-
ми поверхностями, содержащей внутри газовый
пузырь. Динамика сферического слоя определя-
ется инерционными, тепловыми, диффузионны-
ми факторами. Считается, что жидкость с рас-
творенным в ней газом есть несжимаемая вяз-
кая жидкость. Осуществлена постановка задачи
на основе уравнений Навье–Стокса, теплоперено-
са и диффузии. Сформулированы условия на сво-
бодных поверхностях, определяющие в том числе
баланс энергии на внутренней границе и диффу-
зионный поток массы через нее. Аналитические
исследования, посвященные корректности поста-
новок начально-краевых задач, были продолже-
ны в [25]. Поток массы (поток пассивной примеси)
описывается, как правило, с помощью первого за-
кона Фика [15]. Закон Генри [16], как соотношение,
связывающее концентрацию примеси (концентра-
цию газа в [24]) на границе раздела с парциаль-
ным давлением газа вне области, замыкает поста-
новку задачи.

В [20] содержится подробное описание поста-
новок задач, решаемых в приближении тонко-
го слоя, включая также и испаряющиеся плен-
ки жидкости, и конденсируемые слои. Уравнение
баланса массы на границе раздела вводится при
предположении о нормальном потоке массы к гра-
нице раздела подобно [14, 22]. При изучении про-
цессов тепло- и массопереноса, сопряженных с ис-
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парением, выделяют слой Кнудсена вблизи гра-
ницы раздела пар – жидкость. Анализ приложе-
ний кинетической теории к проблемам испарения
и конденсации, структура слоя Кнудсена и гра-
ничные условия, которые необходимо рассматри-
вать на границе раздела пар – жидкость, пред-
ставлены в [26]. Обобщенный подход к понятию
границы раздела развивается в [27], где граница
раздела вводится как отдельная двумерная тер-
модинамическая система между двух фаз.

Принципиальные вопросы постановки условий
на границе раздела на основе законов сохранения
и условий на скачке проанализированы в [23, 28].
В [23] представлена интегральная форма соотно-
шений баланса, выведены первичные и вторичные
условия на скачке и источник энтропии на грани-
це раздела (см.: [29]). Из недавних работ, посвя-
щенных выводу и анализу условий на границе раз-
дела с испарением, следует отметить [30–33]. Гра-
ничные условия на границе раздела между дву-
мя Ньютоновскими жидкостями получены в [30]
на основе интегральных законов сохранения с ис-
пользованием определения границы раздела, как
поверхности Гиббса. Соотношение для потока ис-
паряющейся массы, полученное на основе стати-
стической теории [34], используется в [30] для за-
мыкания постановки задачи.

2. Условия на термокапиллярной гра-

нице раздела под действием сопутствую-

щего потока газа и вызываемого им испа-

рения. При изучении течений жидкостей в со-
провождении потока газа, что вызывает испаре-
ние с границы раздела [31,32], требуется провести
математическое моделирование взаимодействую-
щих процессов. Прежде всего необходимо сфор-
мулировать условия на границе раздела, учиты-
вающие испарение (поток массы) и действие тер-
мокапиллярных сил.

Предположим, что материальная область раз-
делена гладкой поверхностью Γ на две подобла-
сти Ω1 и Ω2, заполненные вязкими, несжимаемы-
ми, несмешивающимися жидкостями (или жид-
костью и смесью газа и пара). Принадлежность
фазе обозначается индексом «1» или «2». Пусть
vn – нормальная скорость, Dn – скорость смеще-
ния границы Γ в направлении нормали n, Dn =

− Ft

|∇xF | , если Γ задана неявно в виде F (x, t) =

0, при этом градиент вычисляется относительно
пространственных переменных, v

′

n = vn − Dn –
относительная скорость, P – тензор напряжений,
связанный согласно закону Стокса для несжимае-
мых сред с тензором скоростей деформаций D(v)
следующим образом:

Pi = −piI + 2ρiνiD(vi), (4)

Dkl(v) =
1

2
(
∂vk

∂xl
+

∂vl

∂xk
) (k, l = 1, 2, 3); pi – дав-

ление; ρi – плотность; νi – коэффициент кине-
матической вязкости iой жидкости (i = 1, 2);
Pin = −piIn+2ρiνi D(vi)n – вектор напряжений
(i = 1, 2); (Pi)n = n·(Pin) = −pi+2ρiνin·D(vi)n is
нормальная составляющая вектора напряжений;
P i
τ = τ · (Pin) = 2ρiνiτ · D(vi)n (i = 1, 2) – ка-

сательная составляющая вектора напряжений; τ
— касательный вектор (один из двух касательных
векторов в случае 3D).

Пусть характерный размер l есть диаметр об-
ласти Ω1, занятой жидкостью. Введем две харак-
терных скорости: v∗ – характерная скорость жид-
кости (будет определена ниже) и u∗ – характерная
скорость сопутствующего потока газа. Различные
характерные времена процессов также могут быть
рассмотрены в данной задаче. Рассмотрим, одна-
ко, характерное время t∗ такое, что l = v∗t∗. Пусть
все остальные характерные величины в задаче о
совместном течении жидкости и газа при наличии
границы раздела определяются жидкой средой.
Пусть T∗ – характерный перепад температуры; p∗
– характерное давление, p∗ = ρ1v∗

2, где ρ∗ = ρ1
– характерная плотность (плотность жидкости),
σ∗ = σ0 – характерное значение поверхностного
натяжения, равное значению поверхностного на-
тяжения при некотором относительном значении
температуры T0. В случае линейной зависимости
поверхностного натяжения от температуры мож-

но записать: σ = σ(T ) = 1 − MaCa

RePr
(T − T0). В

результате перехода к безразмерным величинам
возникают следующие безразмерные комплексы:

ρ =
ρ2

ρ1
— отношение плотностей газа и жидкости;

ν =
ν2

ν1
, χ =

χ2

χ1

, κ =
κ2

κ1

– отношение коэффи-

циентов кинематической вязкости, температуро-
проводности, теплопроводности газа и жидкости

соответственно; v =
u∗

v∗
– отношение характерных

скоростей газа и жидкости; Re =
v∗l

ν1
– число Рей-

нольдса жидкости; Pr =
ν1

χ1

– число Прандтля;

Ma =
σTT∗l

ρ1ν1χ1

– число Марангони; Ca =
v∗ρ1ν1

σ0

–

капиллярное число. Обозначим также κ̃ =
κ1T∗

lρ1v3∗
.

Этот параметр может быть представлен с помо-
щью параметра испарения.

Представим в безразмерном виде обобщенные
кинематическое, динамические и энергетическое
условия на термокапиллярной границе [31, 32]:

v1 n −Dn = ρ(vv2 n −Dn) = J Jev; (5)

−p1 +
2

Re
n ·D(v1)n = −p2 + ρ ν v

2

Re
n ·D(v2)n +

+ρ(ρ− 1)(vv2 n −Dn)
2 + 2σH

1

CaRe
; (6)
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2τ ·D(v1)n− 2ρ ν v τ ·D(v2)n = − Ma

RePr

∂T

∂τ
; (7)

κ̃{∂T1

∂n
− κ

∂T2

∂n
}+ Ma

Re2Pr
{TdivΓv1} =

= ρ(vv2 n −Dn){U +
(1
ρ
− 1

)
P1 n}+

+
1

2
ρ(ρ− 1)2(vv2 n −Dn)

3+

+
1

CaRe
2σH(ρ− 1)(vv2 n −Dn). (8)

Здесь J =
Jev
∗

ρ1v∗
; U =

λU

v2
∗

(λU используется для

обозначения скрытой теплоты испарения), харак-
терный поток массы Jev

∗
будет определяться ни-

же,

P1n = −p1 +
2

Re
n · D(v1)n. (9)

Имеет место также соотношение, определяю-
щее поток пара на границе раздела:

(vv2 n −Dn) = − χ̃d

(1 − C)

∂C

∂n
, (10)

где χ̃d =
χd

lv∗
=

1

Ped
; Ped — диффузионное число

Пекле; C — массовая доля пара в среде Ω2 (в газе).

3. Параметрический анализ обобщен-

ных условий на границе раздела. Пусть l =
1см — характерный размер области Ω1, заня-
той жидкостью. Рассмотрим систему «жидкость
– газ» вида «этанол – азот». Тогда плотность
жидкости ρ1 ≈ 0.79 г/см3; плотность газа ρ2 ≈
1.2 · 10−3 г/см3; поверхностное натяжение σ0 ≈ 22
дин/см; σT ≈ 0.08 дин/(см K; кинематическая
вязкость ν1 ≈ 0.015 см2/сек; ν2 ≈ 0.15 см2/сек;
теплопроводность κ1 ≈ 4 · 10−4 кал/(см сек K),
κ2 ≈ 0.65 · 10−4 кал/(см сек K)); температуро-
проводность χ1 ≈ 0.89· 10−3 см2/сек, χ2 ≈ 0.3
см2/сек; коэффициент диффузии χd ≈ 0.135
см2/сек. Скрытая теплота испарения λU считает-
ся приближенно равной 217 кал/г (см.: [35]). Тогда
на основе приведенных значений можно оценить
некоторые безразмерные параметры: ρ ≈ 1.5·10−3;
1

ρ
≈ 0.7 · 103; ν ≈ 10; χ ≈ 337; κ ≈ 0.16; Pr ≈ 17.

В качестве характерной скорости u∗ для газо-
вой фазы можно рассмотреть ту же самую ско-
рость v∗, что и для жидкости, но можно опре-
делить характерную скорость газа u∗ с помощью
удельного расхода газа Q. Характерная скорость
жидкости v∗ выбирается здесь равной скорости
vth, индуцируемой термокапиллярными силами:

v∗ = vth =
σTT∗

ρ1ν1
. Тогда vth ≈ 7 (см/сек), ес-

ли T∗ = 1K; v̄ ∼ 10−1, если u∗ = 1 (см/сек);
Ma ≈ 0.74 · 104; Re ≈ 0.47 · 103; Ca ≈ 3.8 · 10−3;
U ≈ 2; κ̃ ∼ 10−6.

Отметим, что характерная скорость испарения

vev =
Jev
∗

ρ1
, где характерный поток массы Jev

∗
,

определяемый, как Jev
∗

=
κ1T∗

lλU
, ведет к значени-

ям vev ∼ 10−6 (см/сек). Вычисляя Jev
∗

, получим,
что Jev

∗
∼ 10−6 (г/(см2 сек)). Характерное время

испарения равно 106 сек, так что испарение – до-
статочно медленный процесс. (Здесь речь идет о
полном испарении слоя жидкости толщиной 1 см).

Пусть параметр испарения E вводится как от-
ношение характерного времени релаксации вяз-

ких напряжений tν (tν =
l

vν
, vν =

ν

l
) к характер-

ному времени испарения tev (tev =
l

vev
) [17, 20].

Тогда параметр κ̃ можно переписать в виде κ̃ =

EU vν

v∗
. Имеем κ̃ = EU Pr

Ma
, если v∗ = vth. Заме-

тим, что параметр испарения E можно ввести и
другим способом [30].

Перепишем систему (6), (7), (8) в терминах Jev,
так что может быть проведен простой параметри-
ческий анализ:

−p1 + 2α1n ·D(v1)n = −p2 + 2α2n ·D(v2)n +

+α3J
2

J2

ev + α42σH ; (11)

2τ ·D(v1)n− 2α5τ · D(v2)n = −α6

∂T

∂τ
; (12)

{∂T1

∂n
− κ

∂T2

∂n
}+ β2{TdivΓv1} =

= β3JJev + β4JJevP1 n +
1

2
β5J

3

J3

ev+

+β6J2σHJev. (13)

Для определения Jev см. (5) и, например, (10)
(также [11, 14, 31]), и для определения P1n — (9).
Безразмерные коэффициенты αi (i = 1, ..., 6) и βi

(i = 2, ..., 6) определяются следующим образом:

α1 =
1

Re
; α2 =

ρ ν v

Re
; α3 = 1 − 1

ρ
; α4 =

1

CaRe
;

α5 = ρ ν v; α6 =
Ma

RePr
; β2 =

Ma

Re2Prκ̃
; β3 =

U

κ̃
;

β4 = (
1

ρ
−1)

1

κ̃
; β5 = (1− 1

ρ
)2
1

κ̃
; β6 = (1− 1

ρ̃
)

1

CaReκ̃
.

Если скорость vth, определяемая силами Ма-
рангони, вводится в качестве характерной скоро-
сти процесса и u∗ = v∗, тогда коэффициенты в
(11), (12), (13) имеют следующие порядки:
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α1 ∼ 10−3; α2 ∼ 10−5; α3 ∼ 103; α4 ∼ 1; α5 ∼ 10−2;
α6 ∼ 1; β2 ∼ 103; β3 ∼ 106; β4 ∼ 109; β5 ∼ 1012;
β6 ∼ 109.

Заметим, что J ∼ 10−7 (см. (5) для характер-

ного значения Jev
∗

и определение J : J =
Jev
∗

ρ1 v∗
).

Следующие безразмерные параметры получены в
результате анализа соотношений (11), (12), (13):

α3J
2 ∼ 10−11, β3J ∼ 10−1, β4J ∼ 102, β5J

3

∼ 10−9, β6J ∼ 102.
Резонно предложить отбросить члены, поряд-

ка меньшего, чем 10−9, в данном случае, когда в
качестве характерной скорости выбрана vth. По-

сле пренебрежения слагаемыми α3J
2

, β5J
3

в
уравнениях (11), (12), (13) получается система
уравнений, в которой дополнительные слагаемые,
по сравнению с теми, что применяются для чис-
ленных расчетов [31], могут играть существенную
роль [32]:

−p1 + 2α1n ·D(v1)n =

= −p2 + 2α2n · D(v2)n + α42σH ; (14)

2τ · D(v1)n− 2α5τ · D(v2)n = −α6

∂T

∂τ
; (15)

{∂T1

∂n
− κ

∂T2

∂n
}+ β2{TdivΓv1} = β3JJev+

+β4JJev P1n + β6J2σHJev. (16)

Граничное условие (16) есть обобщение усло-
вия Стефана, которое возникает в задачах с фа-
зовым переходом [36]. Это условие можно перепи-
сать в терминах (v1n −Dn) вместо JJev (см. (5)):

{∂T1

∂n
− κ

∂T2

∂n
}+ β2{TdivΓv1} = β3(v

1

n −Dn)+

+β4(v
1

n −Dn)P1n + β62σH(v1n −Dn).

Второе слагаемое в левой части (16) ответ-
ственно за затраты энергии для преодоления де-
формации поверхности термокапиллярными си-
лами вдоль поверхности. Важность учета данно-
го члена в граничном условии была продемон-
стрирована результатами в [37]. Правая часть (16)

пропорциональна скорости потока испаряющейся
массы и характеризует затраты тепла на дефор-
мацию свободной поверхности в результате испа-
рения.

Безразмерная форма условий на границе раз-
дела с испарением (5)–(10) представлена для слу-
чая линейной зависимости поверхностного натя-
жения от температуры (для общего случая см.:
[31]).

Заключение. Обобщенные кинематическое,
динамическое и энергетическое граничные усло-
вия есть результат соотношений на сильном раз-
рыве, законов сохранения массы, импульса, энер-
гии. Вывод данных условий осуществлен на осно-
ве следующих гипотез. Для чистых поверхностей
без поверхностно-активных веществ свободная по-
верхностная энергия отождествляется с коэффи-
циентом поверхностного натяжения σ. С исполь-
зованием термодинамического тождества, связы-
вающего абсолютную температуру, удельные по-
верхностные энтропию и энергию, считается вы-
полненным уравнение Гиббса–Дюгема [1,2,16,38].
Согласно закону Стокса для несжимаемой жидко-
сти выполняется соотношение (4) между тензором
напряжений и тензором скоростей деформации.
Предполагается равенство касательных скоростей
на границе раздела Γ. Следуя выбору термоди-
намических переменных, скрытая теплота испа-
рения может быть определена как скачок эн-
тальпии или как скачок внутренней (потенциаль-
ной) энергии [U ] [12, 39]. Именно [U ] принимает-
ся равным скрытой теплоте испарения (см. также
[11,30,38,40]). Согласно закону Фурье [15] полага-
ется q = −κ∇T , где κ – коэффициент теплопро-
водности; q – вектор потока тепла. С использова-
нием первого закона Фика [15] записывается урав-
нение диффузии пара в области Ω2, используя
которое, выводится дополнительное соотношение
баланса массы (10) на границе Γ. Для завершения
постановки задачи требуется определить, исходя
из кинетической теории, соотношение, выражаю-
щее поток испаряющейся жидкости Jev Jev (см.,
например: (3)). Непрерывность температуры есть
еще одно условие условие, принимаемое в пред-
ставленном рассмотрении. Если граница раздела
отделяет жидкость от пара, то непрерывность хи-
мического потенциала полагается выполненной на
границе раздела, как следствие локального термо-
динамического равновесия [2, 16].
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