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Проанализирована проблема стандартизации 
масштаба измеряемых функций медицинских изо-
бражений, возникающая в связи с необходимостью 
оценки величины их фрактальных размерностей. По-
лучены количественные соотношения между харак-
теристиками функции изображения, при которых 
фрактальная размерность не может быть определена 
однозначно. Приведены результаты численного мо-
делирования зависимости величины фрактальной 
размерности изображения от его параметров. 
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In this paper we formulated and analyzed 
standardization scale of measured features peculiar to 
medical images, arising from the need to estimate the 
value of their fractal dimensions. The quantitative 
relation between characteristics of the image function at 
which the fractal dimension can not be determined 
unambiguously was obtained. The results of numerical 
modeling show the dependence of the image fractal 
dimension on its parameters. 
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Для количественного описания степени хаотич-
ности фрагментов медицинских изображений часто 
осуществляют оценку величины их фрактальной 
размерности [1–5]. Оценку фрактальной размерно-
сти выполняют, например, для характеристики 
структурных изменений в биомедицинских изобра-
жениях [6], классификации медицинских изображе-
ний [7], диагностики заболеваний молочной железы 
[8–12], раковых опухолей [13–14]. Разные виды ме-
дицинских изображений представляют собой рас-
пределения различных физических величин Z 
в плоскости (x, y). В том случае, когда Z не является 
пространственной характеристикой исследуемого 
объекта, возникает необходимость в нормировке 
функции Z(x, y) перед вычислением фрактальной 
размерности. Как будет показано ниже, при опреде-
ленных условиях существует связь между величи-
ной нормировочного размерного параметра и оцен-
кой величины фрактальной размерности функции 
Z(x, y). Следовательно, существует возможность 
получения различных значений фрактальной раз-
мерности для одного изображения при разных зна-
чениях нормировочного параметра, что может по-
влечь неоднозначную медицинскую интерпретацию 
изображения. В настоящей работе исследуется проб-
лема стандартизации масштаба измеряемой функ-
ции изображения, возникающая в связи с необхо-
димостью оценки его фрактальной размерности. 

Для иллюстрации проблемы рассмотрим част-
ный случай, вычисление фрактальной размерности 
поверхности функции Z(x, y), заданной на прямо-
угольнике xmin < х < хтах  и ymin < у < утах. В качестве 
меры изберем площадь S указанной поверхности, 
а в качестве элементарного элемента этой меры – 
величину dS. Выберем опять же для иллюстрации 
один из способов определения dS. 
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Чтобы получить фрактальную последователь-
ность, можно заменить производные в соотношении 
(1) конечными разностями, считая, например 

n x y      (2) 

и вычисляя меру Sn как сумму элементарных мер 
dSn, зависящих теперь от параметра εn: 
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Однако соотношение (3), вполне понятное с ма-
тематической точки зрения, в физике и медицине не 
может иметь смысла, поскольку и координаты х ,  у  
и функция Z – размерные величины, которые в со-
отношении (3) сравниваются с безразмерной едини-
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цей. В соотношение (3) должны входить только без-
размерные величины. 

Координаты х, у легко приводятся к безразмер-
ному виду с помощью преобразований: 

min min
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Для приведения функции Z к безразмерному ви-
ду ее необходимо поделить на некоторый размер-
ный параметр А, т.е. при вычислении элемента меры 
использовать функцию 

Z

A
  . (6) 

В публикациях по вычислению фрактальной 
размерности, где такое преобразование не делалось, 
по умолчанию считается, что А = 1 – единица раз-
мерности Z. 

Пусть выбран некоторый масштаб А. Тогда для 
этого масштаба новый элемент меры dS есть 
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Таким образом, используя размерный параметр 
Z, мы должны вычислять элемент меры как 
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Вопрос, однако, состоит в следующем: зависит 
ли фрактальная размерность от выбора парамет- 
ра А? Каким образом сравнивать результаты, дан-
ные для которых получены из разных источников? 
Ответ легко получить с формальной математиче-
ской точки зрения. Рассмотрим частные случаи. 

Гладкая поверхность. Пусть все производные 
от Z(x, y) существуют и конечны. Тогда при умень-
шении параметра εn из соотношения (8) получаем 

2 21 .n n ndS const const       (9) 

Число слагаемых в сумме (4) есть 1 / n  и поэто-

му значение меры в соотношении (4) при уменьше-
нии εn стремится к постоянному значению, не зави-
сящему от εn: 
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В этом случае фрактальная размерность 
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и не зависит от выбора параметра А. 
Шероховатая поверхность. Теперь рассмотрим 

функцию Z(x, y), принимающую случайное значе-
ние в каждой точке. Пусть среднеквадратичное от-
клонение от среднего Z существует и равно σ. 
В этом случае при достаточно малом εn будет вы-
полняться условие 
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и элемент меры dS, в среднем, можно оценить как 
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Значение меры S есть 
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Фрактальная размерность 

0

ln( )
2 lim 3

ln(1/ )n

n

n

S
D

 
    (14) 

и в этом случае также не зависит от А. 
Медицинское изображение. Однако для меди-

цинских изображений нет возможности сделать па-
раметр εn сколь угодно малым. Его наименьшее зна-
чение есть εn = 1/N, где N – число линейных пиксе-
лов, составляющих цифровое изображение. Оцени-
вая характерную величину ΔZ в соотношении (11) 
как среднеквадратичное отклонение Z в изображе-
нии, мы видим, что для случайной матрицы фрак-
тальная размерность перестанет зависеть от А толь-
ко лишь при выполнении условия 
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Однако для размеров матриц в медицинских 
изображениях условие (15) может не выполняться. 
В этом случае результат обработки изображения 
будет зависеть от выбора параметра А. 

В качестве примера приведем результаты чис-
ленного эксперимента для изображения размером 
100×101 пикселов, в котором каждый пиксел при-
нимает случайное значение в некотором диапазоне. 
Среднеквадратичное отклонение значений Z есть σ. 
Рассчитывалась фрактальная размерность этой мат-
рицы в зависимости от критерия 
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Как видно из рисунка, фрактальная размерность, 
теоретически равная 3, может весьма существенно 
отличаться от этого значения. В диапазоне 0,1 < Кr 
< 10 фрактальная размерность случайной матрицы 
изменяется в интервале от практически 2 (гладкая 
поверхность) до практически 3 (абсолютно шерохо-
ватая поверхность). 

 

Фрактальная размерность для случайного изображения  
в зависимости от параметра Кr 
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Если взять А = 1000 в шкале Хаунсфилда (ис-
пользуемой в компьютерной томографии), то при 
σ ~ 10 все матрицы, даже абсолютно шероховатые, 
размером меньше чем 100×100, становятся «относи-
тельно гладкими» с фрактальной размерностью 
около 2. Следовательно, при обработке подобных 
изображений необходимо выбрать некоторый кри-
терий для определения параметра А. 

В качестве такого критерия можно использо-
вать критерий (16). В этом случае при одинаковом 
значении Кr случайные матрицы разных размеров 
будут иметь одинаковые фрактальные размерно-
сти. Таким образом, на примере  двумерного изо-
бражения показана возможность устранения неод-
нозначной оценки величины фрактальной размер-
ности. 
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