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Рассмотрена нелинейная стадия двумерной гра-
диентно-дрейфовой неустойчивости. Исследуется 
зависимость установившегося уровня возмущений 
электронной концентрации и динамики установле-
ния стационарного состояния от параметров ионо-
сферной плазмы и волн. Рассчитанные значения 
установившегося уровня возмущений электронной 
концентрации наблюдаются в экспериментах. 
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Nonlinear gradient-drift instability in the outer 
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Введение. В работе рассмотрена нелинейная 
стадия двумерной градиентно-дрейфовой неустой-
чивости. Выведена система двух нелинейных урав-
нений для первой и второй гармоник возмущений 
электронной концентрации. Далее определено зна-
чение всех параметров ионосферы и волн, которые 
входят в полученную систему уравнений. Эта сис-
тема уравнений решается численным методом. Да-
лее исследуется зависимость установившегося 
уровня возмущений электронной концентрации и 
динамики определения стационарного состояния от 
параметров ионосферной плазмы и волн. Рассчи-
танные значения установившегося уровня возмуще-
ний электронной концентрации наблюдаются в экс-
периментах. 

Расчеты нелинейной стадии градиентно-
дрейфовой неустойчивости во внешней ионосфе-
ре. Одна из основных причин возникновения неод-
нородностей концентрации электронов в ионосфере, 
вызывающих F-рассеяние радиоволн, – градиентно-
дрейфовая неустойчивость плазмы ионосферы  
[1–5]. Рассмотрим основные уравнения градиентно-
дрейфовой неустойчивости с учетом нелинейных 
эффектов.  

Скорости нулевого приближения для электронов 
и ионов принимаем в следующем виде: 
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Для потенциального электрического поля выра-
жения для возмущений скоростей заряженных час-
тиц принимают такой вид: 
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При учете нелинейного члена уравнение непре-
рывности для электронов выглядит следующим об-
разом: 
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Здесь нелинейный член находится в правой час-
ти, принято во внимание, что div 0ev 
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уравнение непрерывности для электронов запишем 
в виде: 
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В этом случае нелинейные члены находятся 
в правой части уравнения. Электронную концентра-
цию N и потенциал   будем искать в таком виде: 

  zkAzktxkAN zzx 2sincossin 21   , (7) 

  zkDzktxkD zzx 2sincossin~
21   , (8) 

где A1 и A2 – амплитуды первой и второй гармоник 
концентрации; D1 и D2 – аналогичные амплитуды 
гармоник потенциала; θ – сдвиг по фазе между коле-
баниями электронной концентрации и потенциала.  
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Физически такой вид решения означает, что мы 
задаем волну вдоль оси x и колебание по координа-
те z. Кроме этого, учитываем, что за счет нелиней-
ных эффектов генерируется вторая гармоника по 
координате z. Сдвиг по фазе между колебаниями 
потенциала и электронной концентрации составляет 
θ = –π/2. 

Разность уравнений непрерывности запишем 
в следующем виде: 
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В этом уравнении второй и шестой члены в ле-
вой части – нелинейные, что отличает его от рас-
смотренных нами ранее уравнений. Теперь необхо-
димо вычислить значения всех производных от N 
и  , которые присутствуют в уравнениях непре-

рывности (6) и (9). Для дальнейших расчетов упро-
стим эту систему уравнений и учтем в ней диффу-
зионное затухание. После несложных расчетов 
можно показать, что отношение нелинейных членов 
в уравнении (9) к нелинейному члену в уравнении 
непрерывности для электронов (6) является величи-
ной порядка δin. В условиях внешней ионосферы эта 
величина мала, δin ≈ 10–5, поэтому обоими нелиней-
ными членами в разности уравнений непрерывности 
для ионов и электронов (9) пренебрегаем.  

Далее, из механизмов затухания дрейфовых волн 
мы учли только затухание волн за счет рекомбина-
ции заряженных частиц. Однако затухание за счет 
рекомбинации может быть мало по сравнению 
с диффузионным затуханием дрейфовых волн для 
достаточно больших значений волновых векторов. 
Для того чтобы учесть диффузионное затухание 
волн, нам надо учесть соответствующие члены 
в выражениях для скоростей заряженных частиц (1) 
и (2). Однако мы уже делали такие расчеты ранее, 
и результат расчетов известен: нужно вместо ин-
кремента неустойчивости γg ввести в уравнения не-
прерывности разность инкремента неустойчивости 
γg и коэффициента диффузионного поглощения 
волн γd, где γd = 2δei Dek

2. Здесь δei = νei / ωBe; 

eBee cD /2 ; emTc ee /2  ; κ – постоянная Больц-

мана; Te – температура электронов; me – их масса; 
ωBe – гирочастота электронов. Мы учли в этом вы-
ражении, что в условиях внешней ионосферы часто-
та столкновений электронов с нейтралами много 
меньше частоты столкновений электронов с ионами 
ven << vei. С учетом сказанного выше разность урав-
нений непрерывности принимает следующий про-
стой вид: 
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Подставим теперь значения производных N и   

в уравнения непрерывности. Теперь из уравнений 
(6) и (10), приравнивая друг другу члены с одинако-
выми пространственно-временными зависимостями, 

получим уравнения для амплитуд первой и второй 
гармоник возмущений электронной концентрации 
A1 и A2: 
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Физический смысл уравнения (11) состоит в том, 
что нарастание амплитуды первой гармоники опре-
деляется разностью инкремента градиентно-дрей-
фовой неустойчивости и суммы коэффициентов 
поглощения за счет рекомбинации и диффузии. 
Кроме этого, нарастание амплитуды первой гармо-
ники регулируется нелинейным членом в правой 
части уравнения (11). Нарастание амплитуды вто-
рой гармоники обусловлено нелинейным членом 
в правой части (12), кроме того, эта гармоника зату-
хает за счет рекомбинации заряженных частиц. 
Здесь мы также учли диффузионное затухание 
дрейфовых волн по описанной выше схеме. Из ре-
шения линейной задачи [6] следует, что частота 
дрейфовых волн подчиняется дисперсионному 
уравнению: 

ω = kxvd. (13)  
Инкремент градиентно-дрейфовой неустойчи-
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2

2
d z

g

v k
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Далее при расчетах будем считать, что kz >> k. 
При этом инкремент неустойчивости будет макси-

мальным. В этом случае волновой вектор k


 на-
правлен почти по оси z. Заметим, что считать kx = 0 
нельзя, поскольку компонента волнового вектора 
kx как множитель входит в систему уравнений (11) 
и (12) в члены, описывающие нелинейное взаимо-
действие первой и второй гармоник возмущений 
электронной концентрации. Таким образом, гради-
ентно-дрейфовая неустойчивость существенно 
двумерная.  

Оценим возможные значения инкремента неус-
тойчивости при выполнении условия kx = k. Берем  
vd = 20 м/с, vin = 1 c–1, тогда для характерного разме-
ра неоднородности плазмы ионосферы L = 20 км 
получим γg = 10–3 c–1. Частоту рекомбинации возь-
мем νr = 5·10–4 c–1 [7, 8]. На высотах внешней ионо-
сферы порядка 550 км берем δei = 10–7. Заметим, что 
величина De – это не настоящий коэффициент диф-
фузии, а величина, пропорциональная настоящему 
коэффициенту диффузии и удобная для расчетов. 
Для краткости будем называть De коэффициентом 
диффузии. Из книги [7] на высоте 550 км электрон-
ная температура 31,5 10eT    K. Отсюда рассчиты-

ваем квадрат скорости ce: 
22102 /c103,2 мce  . (15)  

Поскольку ωBe = 9·106 c–1, определяем коэффи-
циент диффузии De: 
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Теперь с помощью критерия развития градиент-
но-дрейфовой неустойчивости γg > γd можно опре-
делить область неустойчивости: длина волны  
λ > 100 м. Параметр kz L сначала принимаем такой: 
kz L = 100. Здесь L – характерный размер неодно-
родности фоновой концентрации электронов. 

Теперь мы определили все параметры, необхо-
димые для численных расчетов эволюции амплитуд 
A1 и A2 со временем. Для численных расчетов сис-
темы уравнений (11) и (12) использовалась подпро-
грамма dopri8 из [9]. 

На рисунке 1 приведена зависимость амплитуды 
первой гармоники возмущения электронной кон-
центрации от времени. Здесь приняты следующие 
значения параметров системы уравнений: характер-
ный размер неоднородности фоновой электронной 
концентрации L = 70 км, частота рекомбинации  
νr = 5·10–4 c–1, декремент диффузионного затухания 
γd = 0,2γg, инкремент градиентно-дрейфовой неус-
тойчивости γg = 10–3 c–1. Скорость дрейфа плазмы 
ионосферы vd = 20 м/с. Начальные амплитуды гар-
моник A1 = 10-4, A2 = 10-5.  

Из рисунка 1 видно, что амплитуда A1 сначала 
быстро нарастает, а затем колеблется около посто-
янного значения 0,45% фоновой концентрации 
электронов. Ограничение амплитуды волн проис-
ходит за счет нелинейных эффектов. Стационарное 
состояние достигается примерно за 27 часов. Как 
показывают расчеты, с уменьшением характерного  
 

размера неоднородности фоновой плотности элек-
тронов L (при этом увеличивается инкремент) вре-
мя достижения стационарного состояния умень-
шается. 

При увеличении диффузионного затухания ко-
лебаний амплитуда первого максимума уменьши-
лась, возросло время достижения стационарного 
состояния. В этом случае установившийся уровень 
колебаний для первой и второй гармоник пример-
но одинаков и составляет 0,3%. 

При повышении частоты рекомбинации проис-
ходит снижение размаха колебаний, при этом вре-
мя достижения стационарного состояния умень-
шается.  

На рисунке 2 показано влияние сокращения па-
раметра kz L на эволюцию гармоники A1 со време-
нем в процессе развития градиентно-дрейфовой 
неустойчивости. Из графиков видно, что при 
уменьшении параметра kz L, (kz L = 10) происходит 
существенное увеличение размаха колебаний амп-
литуд. Кроме этого, установившийся уровень воз-
мущений электронной концентрации здесь получа-
ется 10%. Дальнейшее снижение этого параметра 
приведет к еще большему возрастанию амплитуды 
колебаний, однако мы при этом выходим за рамки 
используемого приближения слабой (квадратичной) 
нелинейности. В этом случае надо решать полную 
систему нелинейных уравнений. Малые kz L соот-
ветствуют очень длинным волнам. Наши расчеты 
показывают, что для длинных волн возможна боль-
шая амплитуда возмущений электронной концен-
трации. 
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Рис. 1. Зависимость амплитуды первой гармоники возмущения электронной концентрации А1 (в единицах N/N0)  
от времени (сек.) при развитии градиентно-дрейфовой неустойчивости во внешней ионосфере. Характерный размер 

неоднородности фоновой концентрации электронов L = 70 км (kz L = 100) 



Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé ñòàäèè…  

 225

0 5 10 15

x 10
4

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

t  (сек)

А
м
п
л
ит
уд
а

 п
ер
в
о
й 
га
рм

о
ни
ки

ко
л
е
б
ан
и
й 
п
л
от
н
ос
ти

 A
1

 
Рис. 2. Влияние изменения параметра kzL на эволюцию со временем гармоники А1 при развитии  

градиентно-дрейфовой неустойчивости во внешней ионосфере (kz L = 10) 
 
Измерения в ионосфере [1, 3, 4] показывают ти-

пичный установившейся уровень мелкомасштабных 
возмущений электронной концентрации порядка 
единиц процентов, что хорошо сходится с нашими 
расчетами. В то же время редко наблюдаются очень 
сильные (100%) возрастания и уменьшения элек-
тронной концентрации для больших пространст-
венных масштабов [6], что также согласуется каче-
ственно с нашими расчетами. 

Таким образом, в настоящей работе мы провели 
теоретическое исследование нелинейной стадии раз-

вития градиентно-дрейфовой неустойчивости во 
внешней ионосфере. Исследована зависимость осо-
бенностей достижения стационарного состояния от 
параметров ионосферы и волны. Рассчитанные значе-
ния установившегося уровня возмущений электрон-
ной концентрации наблюдаются в экспериментах. По 
сравнению с другими аналогичными работами учтено 
диффузионное затухание дрейфовых волн, исследова-
но влияние параметра kzL на динамику установления 
стационарного состояния и на установившейся уро-
вень возмущений электронной концентрации.  
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