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В результате численных расчетов в работе пока-
зано, что инкремент неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца может быть на порядок больше инкре-
ментов неустойчивости Рэлея-Тейлора и градиентно-
дрейфовой неустойчивости в условиях ионосферы. 
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Based on numerical calculations this paper shows 
that the growth rate of the Kelvin-Helmholtz instability 
is an order of magnitude larger, than the growth rates of 
the Rayleigh-Taylor instability and the gradient-drift 
instability in the ionosphere plasma. 
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Введение. Неустойчивость Кельвина-Гельм-
гольца возникает в течениях обычной жидкости со 
слоисто-неоднородной скоростью и в плазме в слу-
чае, когда скорость дрейфа обладает широм, 
т.е. меняется в направлении, поперечном к направ-
лению дрейфа [1–4]. Более того, профиль дрейфо-
вой скорости для возможности развития неустойчи-
вости должен иметь точку перегиба. Система урав-
нений, которая описывает неустойчивость Кельви-
на-Гельмгольца в плазме, должна учитывать ион-
ную инерцию. Эта неустойчивость считается одним 
из основных источников турбулентности нейтраль-
ной атмосферы. В ионосферной плазме также воз-
можно развитие неустойчивости Кельвина-Гельм-
гольца. В этом разделе мы получим дифференци-
альное уравнение, которое описывает эту неустой-
чивость в условиях ионосферы. В отличие от неус-
тойчивости Рэлея-Тейлора и градиентно-дрейфовой 
неустойчивости для неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца нельзя получить аналитическое выра-
жение для инкремента. Возможно, однако, числен-
ными методами сосчитать инкременты неустойчи-
вости Кельвина-Гельмгольца для заданных пара-
метров ионосферы и волны. Инкремент неустойчи-
вости Кельвина-Гельмгольца может быть больше 
инкрементов названных выше неустойчивостей. 

Вывод уравнений для неустойчивости Кель-
вина-Гельмгольца. Мы выбираем следующую 

геометрию: магнитное поле B


 направлено на север 
вдоль оси z. Фоновое электрическое поле направле-
но на запад вдоль оси х  и зависит от координаты  х. 

Фоновая концентрация заряженных частиц N0(x) 
также зависит от координаты х. В этом случае ско-
рость дрейфа плазмы направлена вниз по оси у и 
зависит от координаты х. 

Уравнения движения электронов и ионов возь-
мем в следующем виде:  

1
0eE B

e
    

 
; (1) 

 i i i i i i i i n i

e
m m eE B m

e
            

      . (2) 

Вычислим малый параметр d

Bi





, который вхо-

дит в это уравнение. На низких широтах во внешней 
ионосфере может быть 20d   м/с. Характерный 

размер неоднородности дрейфовой скорости при-
мем 100 км [6]. Этот малый параметр оценивается 
как: 

61
10d

Bi L




 . 

С учетом малости этого параметра из уравнения 
(2) получаем следующее выражение для фоновой 
скорости ионов: 

 0i d x  
.  (3) 

Заметим, что в работе [4] приводится другое вы-
ражение для фоновой скорости ионов. Очевидно, 
в этом месте у них допущена ошибка. Рассмотрим 
теперь уравнения для возмущенных скоростей элек-
тронов и ионов. Считаем электрическое поле по- 
 

* Работа выполнена по проекту №2.1.1/653 «К нелинейной теории эволюции ионосферных неоднородностей» аналити-
ческой ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциала высшей школы (2009–2010 гг.)». 
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тенциальным   


 . Из (1) получим следующее 

выражение для скорости электронов: 

e b      


.  (4) 

Здесь /e B   – нормированный потенциал. 

Уравнение для возмущенной скорости ионов 
имеет следующий вид: 

   0 0

1 1 1

.

i i i i i
Bi B i Bi

i b
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 (5) 

Все возмущенные величины ищем в виде: 

   ~ exp yx i t ik y    , для простоты считаем  

kz = 0 (условие сильной вытянутости возмущений 
вдоль магнитного поля [1]).  

Выражения для возмущенных скоростей ионов 
имеют следующий вид: 

,d
i x y y

Bi Bi

i
ik ik

   
 


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i y y
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i
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

  . (7) 

Разность уравнений непрерывности для ионов и 
электронов в линеаризованном виде имеет следую-
щий вид: 

  
 

0 0 0 0

0 0.

i i i e

i x e x

N div Ndiv N

N

   

 

    

   

   

 (8) 

Подставляя в это уравнение фоновые и возму-
щенные скорости ионов, получим следующее урав-
нение, описывающее неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца: 

20 0 0

0

/
0d d

y y

N N N
k k

N

 
  


        . (9) 

Здесь  y dk x    . Если неоднородность фо-

новой концентрации заряженных частиц несущест-
венна 0 0N   , то уравнение (49) упростится: 

 
2 0d
y y

y d

k k
k x


  

 


   


. (10) 

Уравнения (9) и (10) представляют собой иско-
мые уравнения, описывающие неустойчивость 
Кельвина-Гельмгольца.  

Уравнение непрерывности для электронов в ли-
неаризованном виде имеет следующий вид: 

   0 0 0 0e e eN N div N N       
   . (11) 

С учетом определений фоновой (4) и возмущен-
ной (20) скоростей электронов получим следующее 
уравнение: 

   0y d yi ik x N ik N     . (12) 

Если развивается неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца в ионосфере и согласно уравнениям (9) 
и (10) потенциал φ нарастает со временем, то по 
уравнению непрерывности (12) концентрация заря-

женных частиц также будет нарастать со временем 
с таким же инкрементом неустойчивости: 

 ~ exp kg t  ,  ~ exp kgN t .  (13) 

Здесь мы выбрали зависимость всех возмущений 
от координаты х в виде  exp xik x .  

Численные расчеты инкремента неустойчи-
вости Кельвина-Гельмгольца. В этом разделе мы 
получим решение уравнения для неустойчивости 
Кельвина-Гельмгольца (10).  

 
2 0d
y y

y d

k k
k x


  

 


   


. (14) 

При развитии неустойчивости частота ω приоб-
ретает мнимую часть: r kg    . Удобно разде-

лить числитель и знаменатель дроби в третьем чле-
не в (14) на компоненту волнового вектора ky: 

 
2 0d
y

d r i

k
x c ic


  




   
 

, (15) 

где r
r

y

c
k


 ; kg

i
y

c
k


  – действительная и мнимая 

части фазовой скорости. 
После этого уравнение (3) можно записать 

в следующем виде: 

2 ( )
0d d r d i

y

c ic
k

d d

  
   

      , (16) 

где 2 2( )d r id c c   . Потенциал φ величина ком-

плексная в нашем случае: r ii    . После под-

становки потенциала  в уравнение (16) удобно пре-
образовать его к системе уравнений первого по-
рядка. 

1 3

2 4

2
3 1 1 2

2
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,

,
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,

( )
.

d d r d i
y

d d r d i
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k

d d
v v c v c

k
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 
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 
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    

    

 (17)  

Для этой системы уравнений надо решить крае-
вую задачу на собственные значения (cγ и ci). Сфор-
мулируем краевые условия для системы уравнений 
(17). При больших значениях координаты х почти 
все коэффициенты в уравнении (16) стремятся 
к нулю. Поэтому при x → ±∞ основное уравнение 
(16) принимает следующий вид: 

2 0.yk     (18) 

Таким образом, можно сформулировать гранич-
ные условия: 
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А также: 
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 (20) 

Граничные условия на левой стороне интервала 
x используются как начальные условия для системы 
уравнений (17). Дисперсионное уравнение для рас-
чета собственных значений cγ и ci формулируется на 
правом конце интервала х: 

x → +∞ 

1 exp( ) 0yf k x    . (21) 

В работе  использован следующий профиль ско-
рости ( )d x  с точкой перегиба: 

tanh( ) 1
( )

2d

x
x 
 . (22) 

Для расчетов комплексной фазовой скорости 
применялся метод стрельбы. Чтобы рассчитывать 
дифференциальные уравнения системы (17), мы 
использовали подпрограмму dopri8 [6]. Для расче-

тов дисперсионного уравнения (21) применен метод 
секущих для комплексных переменных. 

Результаты наших расчетов инкремента не-
устойчивости Кельвина-Гельмгольца приведены 
в таблице.  

Инкремент неустойчивости Кельвина-Гельмгольца 
γkg (с

–1) в зависимости от компоненты волнового 
вектора ky (м

–1) 

ky 0,01 0,05 0,1 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

γkg 0,005 0,02 0,04 0,07 0,1 0,1 0,08 0,07 0,06 0,03

Мы видим из этой таблицы, что инкремент неус-
тойчивости Кельвина-Гельмгольца может достигать 
значений 0,1 с–1, в то время как инкременты неус-
тойчивостей Рэлея-Тейлора и градиентно-дрей-
фовой не бывают больше 10–2 с–1 в условиях ионо-
сферы [1]. Таким образом, в результате численных 
расчетов в работе показано, что инкремент этой 
неустойчивости может быть на порядок больше ин-
крементов неустойчивости Рэлея-Тейлора и гради-
ентно-дрейфовой неустойчивости в условиях ионо-
сферы.  
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