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В данной статье рассматриваются два метода
построения линейной регрессионной модели. При-
водится геометрическая интерпретация функцио-
нала качества. Доказывается неравенство, связы-
вающее эти функционалы.
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Пусть Rk+1 – k+1-мерное арифметическое ев-
клидово пространство. Пусть Ω – конечное под-
множество точек:

Ω = {(xi1, xi2, . . . , xik, yi) : i = 1, . . . , N} ,

которое можно рассматривать как результат N

экспериментов. В приложениях часто возникает
вопрос о существовании функциональной зависи-
мости между переменными y и x1, x2, . . . , xk.

Наиболее простая зависимость – линейная, ко-
торая в классическом случае имеет вид

yi = a1xi1 + . . .+ akxik + εi,

где yi – значение зависимой переменной; xij – зна-
чение j-й независимой переменной; aj ∈ R – пара-
метры модели; εi – случайная ошибка; j=1,. . ., k,
i = 1, . . . , N .

Обозначим

y =




y1
...
yN


 , X =




x11 x12 . . . x1k

...
...

. . .
...

xN1 xN2 . . . xNk


 ,

xi =




x1i

...
xNi


 , a =



a1
...
ak


 , ε =




ε1
...
εN


 .

Тогда модель линейной регрессии будет иметь
вид

y = Xa+ ε.

В статистике разработаны мощные методы для
анализа множества Ω на линейную зависимость
основанные на Евклидовой норме.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России» на 2009–2013 гг. (гос. контракт №02.740.11.0457).

Классическим подходом к оценке параметров
модели является метод наименьших квадратов,
суть которого заключается в минимизации функ-
ционала

α2
2 = min

a
(y −Xa)T (y −Xa). (1)

Теорема 1 (теорема Гаусса-Маркова).
Предположим, что

1. y = Xa+ ε;

2. X – детерминированная N×k матрица, име-
ющая максимальный ранг k;

3. M(ε) = 0, D(ε) = σ2EN .

Тогда оценка метода наименьших квадратов
наиболее эффективна (в смысле наименьшей дис-
персии) в классе линейных (по y) несмещенных
оценок.

Уравнение гиперплоскости, на котором дости-
гается (1), назовем уравнением L2 регрессии:

ŷi = â1x1i + . . .+ âkxki, (2)

где âj — оценка метода наименьших квадратов
для коэффициента ai; ŷi — прогнозные значения
зависимой переменной.

В векторной форме равенство (2) будет иметь
вид

ŷ = Xâ, (3)

где â — оценка метода наименьших квадратов век-
торов параметров; ŷ — прогнозные значения век-
тора зависимых переменных.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию
метода наименьших квадратов. Представим
y, x1, . . . , xk как векторы в RN . Эти векторы
линейно независимы (в противном случае нет
смысла ставить задачу об оценке параметров),
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т.е. образуют (k + 1)-мерное пространство Π.
По предположению теоремы Гаусса-Маркова,
векторы x1, . . . , xk также линейно независимы и
порождают в пространстве Π k-мерное подпро-
странство π. Вектор ŷ = Xâ – ортогональная
проекция вектора y в подпространство π. Соот-
ветственно, e = y − ŷ – вектор, ортогональный
подпространству π. Следовательно, функционал
α2
2 =eTe равен квадрату расстояния между y и π.

Квадрат этого расстояния может быть вычис-
лен с использованием определителя Грама [1]

α2
2 =

G(x1, x2, . . . , xk, y)

G(x1, x2, . . . , xk)
, (4)

где G(x1, x2, . . . , xk) — определитель Грама систе-
мы векторов x1, x2, . . . , xk.

Теорема 2 [1]. Определитель Грама может
быть вычислен по формуле

G(x1, x2, . . . , xk) =

=
1

k!

∑

i1,...,ik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1i1 x2i1 . . . xki1

x1i2 x2i2 . . . xki2

...
...

. . .
...

x1ik x2ik . . . xkik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

,
(5)

где i1, . . . , ik независимо изменяются от 1 до N .
Следствие 1.

G(x1, . . . , xk) =
((k − 1)!)2

k!

∑

i1,...,ik

V 2
i1,...,ik

,

G(x1, . . . , xk, y) =
(k!)2

(k + 1)!

∑

t1,...,tk+1

U2
t1,...,tk+1

,

где Vi1,...,ik и Ut1,...,tk+1
— объемы симплексов

с вершинами {Ais(xis1, . . . , xisk)}s=1,...,k и соот-
ветственно {Bts(xts1, . . . , xtsk, yts)}s=1,...,k+1.

Доказательство непосредственно следует из
теоремы 2 и формулы ориентированного объема
симплекса [2, 3].

Теорема 3. Функционал метода наименьших
квадратов может быть вычислен по формуле

α2
2 = k2

1
(k+1)!

∑
t1,...,tk+1

U2
t1,...,tk+1

1
k!

∑
i1,...,ik

V 2
i1,...,ik

. (6)

Доказательство. Справедливость теоремы
следует из равенства (4) и следствия 1.

Проиллюстрируем результат теоремы 3. Пусть
на плоскости XY даны три точки B1(x1, y1),
B2(x2, y2), B3(x3, y3). Функционал качества урав-
нения для регрессии вида y = ax+b, построенного
методом наименьших квадратов, пропорционален
частному квадрата площади треугольника и сум-
мы квадратов длин проекций его сторон на ось X

(рис.), т.е.

α2
2 = 4 ·

S2
B1B2B3

(x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + (x3 − x1)2
.

Пример парной регрессии

Таким образом, геометрический смысл вели-
чины α2

2 сводится к отношению суммы квадра-
тов объемов k + 1-мерных симплексов (k – число
регрессоров) и суммы квадратов проекций гипер-
граней этих сиплексов на гиперплоскость, образо-
ванную регрессорами.

В работе [4] в качестве основы берется Чебы-
шевская норма равномерного отклонения.

Определение 1. Минимальной шириной мно-
жества Ω вдоль переменной y назовем число

α∞ = 2 · min
as,s6=j ;b



 max

i=1,...,N
|xij −

k∑

s6=j

asxis − b|



 .

(7)

С геометрической точки зрения величина α∞

равна минимуму ширины «полосы», ограничен-
ной двумя параллельными гиперплоскостями и
содержащей множество Ω, ширина берется вдоль
оси Y в Rk+1 (т.е. длина пересечения полосы с
осью Y ).

Уравнение гиперплоскости, на котором дости-
гается (7), назовем уравнением L∞ регрессии:

y =

k∑

s=1

a0sxs − b0, (8)

или уравнением регрессии относительно Чебы-
шевской нормы.

Теорема 4. Справедливо неравенство, связы-
вающее α2 и α∞

α2

α∞

≤

√
(k + 1)! ·N

4k2
.
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Доказательство. Очевидно, что для произ-
вольных i1, . . . , ik+1 справедливо неравенство:

Ui1,...,ik+1
≤

1

k
· α∞ ·

1

2

∑

j1,...,jk

Vj1,...,jk ,

где j1, . . . , jk – всевозможные сочетания из номе-
ров i1, . . . , ik+1.

Возведем последнее равенство в квадрат

U2
i1,...,ik+1

≤
α2
∞

4k2
·


 ∑

j1,...,jk

Vj1,...,jk




2

.

Согласно неравенству Коши-Буняковского(
n∑

i=1

zi

)2

≤ n
n∑

i=1

z2i имеем:

U2
i1,...,ik+1

≤
α2
∞

4k2
· (k + 1) ·

∑

j1,...,jk

V 2
j1,...,jk

.

Суммируя, получим:

∑

i1,...,ik+1

U2
i1,...,ik+1

≤
α2
∞

4k2
(k+1)

(k + 1)N

k!

∑

i1,...,ik

V 2
i1,...,ik

.

(k!)2

(k + 1)!

∑

i1,...,ik+1

U2
i1,...,ik+1

≤

≤
α2
∞

4k2
(k + 1)

(k + 1)N

k!

(k!)2

(k + 1)!

∑

i1,...,ik

V 2
i1,...,ik

.

Воспользовавшись результатами теоремы 3,
получаем искомое неравенство:

α2
2

α2
∞

≤
(k + 1)! ·N

4k2
;

α2

α∞

≤

√
(k + 1)! ·N

4k2
.
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