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В статье устанавливаются критерии существо-
вания трехмерных групп Ли с левоинвариантной
римановой метрикой с заданными главными зна-
чениями оператора одномерной кривизны.
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Классификация трехмерных римановых мно-
гообразий с заданными собственными значени-
ями операторов кривизн рассматривается в [1],
где установлены критерии существования трех-
мерных групп Ли с левоинвариантной римановой
метрикой с наперед заданными собственными зна-
чениями тензора Риччи. При исследовании рима-
новых многообразий важную роль играет также
тензор одномерной кривизны Aij . Он представля-
ет собой целую часть от деления риманова тензо-
ра кривизны на метрический тензор относительно
произведения Кулкарни-Номидзу [2] и определя-
ется формулой

Aij =
1

n− 2

(

Rij −
Rgij

2(n− 1)

)

, (1)

где Rij – тензор Риччи; R – скалярная кривизна
метрики ds2; gij – метрический тензор.

Пусть G — трехмерная унимодулярная груп-
па Ли с алгеброй Ли LG; 〈·, ·〉 — произвольное
скалярное произведение на LG, соответствующее
некоторой левоинвариантной римановой метрике
на группе Ли G, то в LG существует ортонорми-
рованный базис {e1, e2, e3} такой, что (см., напри-
мер: [3])

[e1, e2] = λ3e3,

[e2, e3] = λ1e1, (2)

[e3, e1] = λ2e2.

Здесь λi ∈ R — структурные константы алгебры
Ли LG, i = 1, 2, 3.

Пусть теперь G — трехмерная неунимодуляр-
ная группа Ли, LG — алгебра Ли группы G; 〈·, ·〉 —

произвольное скалярное произведение на LG, со-
ответствующее некоторой левоинвариантной ри-
мановой метрике на группе Ли G. Тогда в LG

существует ортонормированный базис {e1, e2, e3}
такой, что (см., например: [3])

[e1, e2] = αe2 + βe3,

[e1, e3] = γe2 + δe3, (3)

[e2, e3] = 0,

где α + δ 6= 0 и αγ + βδ = 0. Здесь α, β, γ, δ —
структурные константы алгебры Ли LG.

Замечание. В случае α+ δ = 2 инвариант

D = αδ − γβ (4)

определяет алгебру LG с точностью до изомор-
физма (см. подробнее: [3]).

В ортонормированном базисе (2) одномерная
кривизна диагонализируема, и ее главные значе-
ния равны [4]:

a1 = 1
8 (5λ

2
1 − 3(λ2 − λ3)

2 − 2λ1(λ3 + λ2));

a2 = 1
8 (5λ

2
2 − 3(λ3 − λ1)

2 − 2λ2(λ2 + λ3)); (5)

a3 = 1
8 (5λ

2
3 − 3(λ1 − λ2)

2 − 2λ3(λ1 + λ2)).

Теорема 1. Пусть a1 ≤ a2 ≤ a3 — веще-
ственные числа. Унимодулярная группа Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой и главны-
ми значениями оператора одномерной кривизны
a1, a2, a3 существует в том и только в том
случае, если либо a1 = a2 = a3 = 0, либо двое
из чисел a1,a2,a3 равны между собой и равны
−(a1+a2+a3), либо a1 ≤ a2 < −(a1+a2+a3) < a3,
либо −(a1 + a2 + a3) < a1 ≤ a2 ≤ a3.
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Доказательство. Пусть

µi =
1

2
(λ1 + λ2 + λ3)− λi, i = 1, 2, 3.

Рассмотрим систему соотношений (5) и заметим,
что

2a1 + a2 + a3 = 2µ2µ3;

a1 + 2a2 + a3 = 2µ1µ3; (6)

a1 + a2 + 2a3 = 2µ1µ2.

Полученные соотношения разрешимы относи-
тельно µi, i = 1, 2, 3 и, следовательно, относитель-
но λi, i = 1, 2, 3, тогда и только тогда, когда либо
все выражения в левых частях равенств равны 0,
что означает a1 = a2 = a3 = 0, либо выражения в
левых частях двух равенств из трех равны 0, то
есть двое из чисел a1,a2,a3 равны между собой и
равны −(a1 + a2 + a3). Если же левые части рас-
сматриваемых равенств отличны от нуля, то из
равенств

2µ2
i =

P

(a1 + a2 + a3 + ai)2
, i = 1, 2, 3,

P = (2a1 + a2 + a3)(a1 + 2a2 + a3)(a1 + a2 + 2a3),

вытекает, что условием разрешимости системы (6)
является положительность выражения

(2a1 + a2 + a3)(a1 + 2a2 + a3)(a1 + a2 + 2a3).

Учитывая предположение a1 ≤ a2 ≤ a3, получаем:
a1 ≤ a2 < −(a1 + a2 + a3) < a3, либо −(a1 + a2 +
a3) < a1 ≤ a2 ≤ a3.

Замечание. Равенство главных значений

a1 = a2 = a3

в теореме 1 реализуется в двух случаях:
а) λ1 = λ2 = λ3; µ1 = µ2 = µ3, риманова метри-

ка на G имеет постоянную секционную кривизну,
равную µ2

1 ≥ 0.
Условие равенства нулю главных значений одно-
мерной кривизны означает, как следует из форму-
лы (1), равенство нулю главных значений кривиз-
ны Риччи. Тогда из теоремы Д.Б. Алексеевского-
Б.Н. Кимельфельда (см., например: [2]), вытекает,
что многообразие G — плоское, а универсальная
накрывающая группы G изометрична евклидову
пространству R3;

б) с точностью до перенумерации λ1 = λ2 > 0,
λ3 = 0; µ1 = µ2 = 0, µ3 = λ1 > 0, алгебра имеет
тип e(2), ассоцированная группа G есть E(2).

Пусть теперь G — трехмерная неунимодуляр-
ная группа Ли. Произведем замену переменных
согласно работе [3]:

α = 1 + ξ, β = (1 + ξ)η,

γ = −(1− ξ)η, δ = 1− ξ,

где ξ ≥ 0, η ≥ 0, в базисе (3) имеем:

a1 = − 1
2 − 3

2ξ
2 − 3

2η
2ξ2 < 0;

a2 = − 1
2 − 2ξ − 2η2ξ + 1

2ξ
2η2 + 1

2ξ
2; (7)

a3 = − 1
2 + 2ξ + 2η2ξ + 1

2ξ
2 + 1

2η
2ξ2.

Теорема 2. Неунимодулярная группа Ли с ле-
воинвариантной римановой метрикой и главны-
ми значениями оператора одномерной кривизны
a1, a2, a3 существует тогда и только тогда, ко-
гда (с точностью до перенумерации) для некото-
рой константы λ выполнены условия:

λ2(2a1 + 3a2 + 3a3) = −4, (8)

λ4(a3 − a2)
2 ≥ 16(λ2(a3 + a2) + 1) > 0, (9)

либо a1 = a2 = a3 < 0.

Доказательство. Перенумеруем числа a1, a2,
a3 так, чтобы a1 ≤ a2 ≤ a3. Разрешимость соот-
ношений (7) относительно ξ, η эквивалентна раз-
решимости соотношений:

λ2(a1 + 3a2 + 3a3) = −4, (10)

λ2(a2 + a3) = −1 + ξ2(1 + η2), (11)

λ2(a3 − a2) = 4ξ(1 + η2). (12)

Из последнего равенства выражаем ξ, подста-
новка в предыдущее равенство дает условия раз-
решимости системы соотношений относительно
ξ ≥ 0, η ≥ 0:

λ2(a1 + 3a2 + 3a3) = −4,

λ2(a2 + a3) + 1 > 0,

(λ2(a3−a2))
2

16(λ2(a2+a3)+1) ≥ 1.

Отсюда следует требуемое.
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Используя инвариант D, результаты работ [3],
[5], получаем, что, вообще говоря, один и тот
же набор главных значений оператора одномер-
ной кривизны a1,a2,a3 могут иметь неизоморфные
группы.

Теорема 3. Пусть дана односвязная трех-
мерная неунимодулярная группа Ли G. Группа
G обладает левоинвариантной римановой мет-
рикой, главные значения оператора одномерной
кривизны на которой равны −0, 5, тогда и только
тогда, когда либо G — гиперболическое простран-
ство H3, либо инвариант D группы Ли G больше
1.

Доказательство. Пусть a1 = a2 = a3 = −0, 5.
Из соотношения (6) получаем, что ξ = 0. Тогда,
следуя [5], получаем, что G изоморфна и изомет-

рична полупрямому произведению R2⊗AR с кано-
нической метрикой, при этом возможны два слу-
чая:

1. η = 0, т.е. матрица A = I, тогда G изоморф-
на H3;

2. η 6= 0, тогда D > 1. Обратно, пусть G и H3

не изоморфны и D > 1. Рассмотрим полупрямое
произведение G1 = R2⊗AR, где матрица A имеет
вид:

(

1 + ξ −(1− ξ)η
(1 + ξ)η 1− ξ

)

и зададим левоинвариантную метрику <,> на G,

полагая ξ = 0, η =
√
D − 1. Тогда det(A) = D, т.е.

группы G,G1 изоморфны и главные значения опе-
ратора одномерной кривизны на G1 равны −0, 5.
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