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Разработана численно-аналитическая методика 

моделирования нелинейно-наследственного пове-
дения пространственно-армированных композитов, 
позволяющая в дискретные моменты времени рас-
сматривать такую композицию, как нелинейно-
упругая с начальным напряженным состоянием. 
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The numerical-analytical technique of modeling the 
behavior of the three-dimensional reinforcement 
composites with nonlinear memory is developed. It 
allows us to consider such composition as a nonlinear-
elastic with an initial stress during the discrete 
moments.  

Key words: three-dimensional reinforcement, structural 
theory, material with nonlinear memory, creep. 
 
 
 

В самолето- и ракетостроении в настоящее вре-
мя особое внимание к себе привлекают компози-
ционные материалы с пространственным располо-
жением арматуры [1; и др.]. Так как полимерные 
материалы, как правило, используемые при созда-
нии таких композитов, обладают ярко выражен-
ными наследственными свойствами, то актуальной 
является проблема моделирования механического 
поведения пространственно-армированных компо-
зитных сред из нелинейно-наследственных мате-
риалов. 

В глобальной декартовой системе координат x1, 
x2, x3 рассмотрим гибридный композит, армиро-
ванный в произвольных направлениях N семейст-
вами волокон с интенсивностями ωk (k = 1, 2, …, 
N). Направление армирования k-м семейством во-
локон задается направляющими косинусами ( )k

il   

(i = 1, 2, 3); если направление армирования задано 
с помощью двух углов сферической системы коор-
динат (см. рис.) – полярного расстояния θk  и дол-
готы φk, то 
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Обобщая на пространственный случай армиро-
вания модель Ю.В. Немировского с одномерным 
напряженным состоянием в волокнах, впервые 
предложенную в [2] для случая плоского армирова-
ния, получим следующие выражения для средних 
напряжений в композиции: 
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где δ – функция переключения, позволяющая вы-
брать вариант модели [3, с. 242] (жесткий при δ = 0 
и мягкий при δ = 1); m

ij  – напряжения в связующей 
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матрице; σk – продольное напряжение в арматуре  
k-го семейства; m

k  – одномерное напряженное со-

стояние в фиктивных волокнах из материала свя-
зующей матрицы, направленных по траекториям 
армирования k-го семейства [3]. 

Так как в волокнах k-го семейства реализуется 
одномерное напряженное состояние, то при нели-
нейно-наследственном поведении фазовых мате-
риалов можем записать определяющие соотноше-
ния в виде [4; 5] 
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t – время; εij – компоненты тензора деформаций; ε* – 
интенсивность деформаций; εk – продольная дефор-
мация в арматуре k-го семейства; m

  – интенсив-

ность напряжений в материале матрицы, связанная 
известным соотношением с ε*, ε0; g0(ε*, ε0) – извест-
ная зависимость объемного модуля от ε*, ε0 (функ-
ции g0(ε*, ε0), g(ε*, ε0) или  m

0,     известны из 

диаграмм мгновенного деформирования материала 
связующего; зависимость этих функций от обоих 
аргументов позволяет учитывать свойство разносо-
противляемости материала связующей матрицы); 
gk(ε), gm(ε) – заданные функции, характеризующие 
диаграмму мгновенного деформирования материа-
лов арматуры k-го семейства (σ = gk(ε)ε)) и связую-

щей матрицы (σ = gm(ε)ε)) и известные из опытов на 
растяжение–сжатие; δij – символ Кронекера; ( )k

lA , 

lM , 0
lK , s

lK  – известные из экспериментов посто-

янные, характеризующие ядра ползучести; ( )k
l , m

l , 
0
l , s

l  – известные из экспериментов константы 

фазовых материалов, имеющие смысл характерного 
времени ползучести.  

Представление в (2) разностных ядер ползучести 
в виде линейных комбинаций экспоненциальных 
функций (с числом слагаемых Lk, L, L0, Ls) позволя-
ет аппроксимировать ядра более сложной структу-
ры, в том числе и некоторые виды слабосингуляр-
ных ядер [6, c. 192]. 

Определяющими соотношениями (2), (3) описы-
вается механическое поведение не только полиме-
ров, но и некоторых металлов на стадии их активно-
го нагружения [4, c. 217]. 

Так как даже простейшие задачи неустановив-
шейся ползучести для изотропных элементов кон-
струкций требуют привлечения численных методов 
интегрирования по времени [7], то тем более это 
касается сложно армированных композитных сред. 
Поэтому в настоящем исследовании разработаем 
численно-аналитическую модель нелинейно-наслед-
ственного поведения пространственно-армированн-
ного композита. С этой целью дискретизируем за-
дачу по времени t, т.е. будем рассматривать ее ре-
шения в моменты времени tn (n = 0, 1, 2, …, t0), 
Предполагаем, что в момент времени tn (и во все 
предыдущие моменты) решение задачи уже извест-
но. Построим определяющие соотношения (2) для 
момента времени 
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где τn – шаг по времени (возможно, переменный). 
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которые, по предположению, в момент времени tn 
уже известны. 
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Записывая соотношения (2) для момента време-
ни (4) с учетом обозначений типа (5) и вычисляя 
интегралы, входящие в (2), на интервале tn ≤ t ≤ tn+1  
по формуле трапеций, а также используя вырож-
денность экспоненциальных разностных ядер [6, 
c. 192], окончательно получим 
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Эти соотношения можно записать так 
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Умножим последнее равенство (6) на δij и ре-
зультат сложим с третьим равенством, тогда с уче-
том (3) получим 

1 1 1 1 1
m

0 0

1 1 1
m0

0 0 0

,

, ( , 1, 2, 3),

n n n n n n

ij ij ij

nn n n n

ij ij

g

g i j

    



  



            
  

        
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 (9) 

где 
1 1 1

m m m m0 m0 m0
0 0, .

n n n n n n

ij ij ij ij ij ijs s
  

           (10) 

Функции пространственных переменных 0
n

k , 

m0
n

k , m0
n

ij , определенные по формулам (8), (10), 

можно трактовать как начальные напряжения в со-
ответствующих фазовых материалах в момент вре-
мени tn+1, которые, согласно (5), (8), в этот момент 
времени известны в каждой точке xi композитного 
тела. 

Таким образом, соотношения (9) и два первых 
равенства (6) в момент времени tn+1 можно тракто-
вать как определяющие соотношения для фазовых 
материалов, поведение которых характеризуется 
зависимостями нелинейно-упругого тела с началь-
ным напряженным состоянием. 

Подставим напряжения 
1n

k



 , 
1

m
n

k



 , 
1

m
n

ij



 , опреде-

ленные в (6), (9), в равенства (1) при t = tn+1, тогда 
с учетом обозначений типа (5) получим 
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1 1 1 1
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l l g g

i j
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
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                          
                    
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
(11) 

где 
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   0 m0 ( ) ( ) 0 m0

1

1 1 .
n n n nK

k k
ij ij k i j k k

k

l l


 
           

 
  (12) 

Деформации 
1

0

n

 , 
1n

 , 
1n

k



 , 
1n

ij



  в (11) связаны за-

висимостями типа (3). 
Равенства (11) с учетом (3) можно рассматривать 

как определяющие соотношения для исследуемого 

композита в момент времени tn+1. Напряжения 0
n

ij  

при этом можно трактовать как начальные напря-
жения в композиции, известные в момент времени 
tn+1 (см. (12), (10), (8)). В общем случае соотноше-
ния (11) с учетом (3) являются нелинейными отно-

сительно деформаций 
1n

ij



 . 

Линеаризуем соотношения (11), предполагая, 
что функции g(ε*, ε0), g0(ε*, ε0), gk(εk), gm(εk) (см. (2), 
(3)) удовлетворяют достаточным условиям сходи-
мости метода итераций [5, c. 199], аналогичного 
методу переменных параметров упругости. Если на 
некоторой m-й итерации известны m-е приближения 

1
[ ]

n
m

ij



  деформаций в момент времени tn+1, то согласно 

(3) будут известны m-е приближения функций 
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

 . Для следующего же (m+1)-го приближе-

ния деформаций 
1

[ 1]
n
m

ij


  и напряжений 

1
[ 1]
n
m

ij


  будут 

справедливы линейные соотношения (см. (11), (3)): 
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 (13) 

где «начальные» напряжения 0
n

ij  изменяются в за-

висимости от номера n (от момента времени tn) и не 
зависят от номера итерации m. 

При решении соответствующей нелинейно-
вязкоупругой краевой задачи для пространственно 
армированного композита в квазистатической по-
становке осредненные напряжения в композиции 

1n

ij



  или их приближения 
1

[ 1]
n
m

ij


  (см. (11), (13)) 

в момент времени tn+1 должны удовлетворять обще-
известным уравнениям равновесия и статическим 

граничным условиям, а деформации 
1n

ij



  (или их 

приближения 
1

[ 1]
n
m

ij


 ) должны быть связаны с пере-

мещениями 
1n

iu


 (i, j = 1, 2, 3) дифференциальными 

соотношениями Коши [4]. В случае же решения 
задачи динамического деформирования рассматри-
ваемого композита из полимерных материалов не-
обходимо соответствующим образом дискретизиро-
вать по времени уравнения движения. По мнению 
авторов, наиболее целесообразный метод такой 
дискретизации изложен в [8], поэтому не будем ос-
танавливаться на обсуждении этого вопроса более 
подробно. Отметим лишь, что все неизвестные 
функции при этом, как обычно и предполагается 
в наследственных задачах механики, принадлежат 
классу Хевисайда [4, с. 33]. 
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