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1. Введение. Все кольца R, рассматривае-
мые в данной работе, являются конечными, ассо-
циативными и содержат единицу. Обозначим че-
рез J(R) радикал Джекобсона, R∗ – группу обра-
тимых элементов, AutR – группу автоморфизмов
кольца R, F = GF (pr) – конечное поле и Zn –
кольцо классов вычетов по модулю n.

Кольцо R называется локальным, если
R/J(R) = F – поле. Все делители нуля локаль-
ного кольца образуют радикал J(R), и всякий
элемент кольца либо обратимый, либо нильпо-
тентный. Один из примеров локальных колец
– так называемые кольца Галуа GR(pnr, pn),
представимые в виде Zpn [x]/(f), где p – простое
число; f – унитарный многочлен степени r,
образ которого при естественном гомоморфиз-
ме Zpn → Zp является неприводимым над Zp

многочленом. В частности, GR(pn, pn) = Zpn и
GR(pr, p) = GF (pr).

Следующие предложения содержат хорошо из-
вестные результаты из теории конечных колец
(см.: [1, 2]).

Предложение 1. Пусть R – конечное кольцо, в

котором все делители нуля образуют идеал M .

Тогда существует простое число p и натураль-

ные числа n и r, такие, что

1. |R| = pnr;

2. M = J(R) – радикал Джекобсона кольца R и

Mn = 0;

3. |J(R)| = p(n−1)r;

4. R/J(R) ∼= GF (pr);

5. char R = pk, где 1 ≤ k ≤ n;

Кроме того, пусть p, n, k – числа с указанными

выше свойствами. Тогда справедливы следующие

утверждения:

6. Если n = k, то R – кольцо Галуа GR(pkr , pk).
В частности, J(R) = pR, Aut(R) ∼=
Aut(R/pR) и R = Zpk [b], где b – элемент R
мультипликативного порядка pr − 1;

7. Если char(R) = pk, то R содержит макси-

мальное подкольцо Галуа R0 = GR(pkr, pk) =
Zpk [b] и если R′

0 – другое максимальное под-

кольцо Галуа кольца R, то существует обра-

тимый элемент x ∈ R, такой, что R′

0 =
xR0x

−1. Пусть K0 = 〈b〉 ∪ {0}. Тогда каж-

дый элемент кольца R0 может быть запи-

сан единственным образом в виде
k−1∑

i=0

piλi,

где λi ∈ K0;

8. Существуют элементы m1, . . . ,mh ∈ J(R) и

σ1, . . . , σh ∈ Aut(R0), такие, что R расклады-

вается в прямую сумму левых R0 – модулей

R = R0 ⊕R0m1 ⊕ . . .⊕R0mh,

где mir0 = rσi

0 mi для всех i = {1, . . . , h} и для

любого элемента r0 ∈ R0. Отсюда, в част-

ности, следует, что

J(R) = pR0 ⊕R0m1 ⊕ . . .⊕R0mh.

Множество {π1, π2, . . . , πh}, следуя определе-
ниям работы [1], будем называть отмеченным ба-
зисом для радикала J(R). Такие базисы впер-
вые были изучены Рагхавендраном в случае
R0 = GF (pr).

Пусть A и B – подгруппы некоторой группы G.
Если A – нормальная подгруппа, A ∩ B = {e}
и G = AB, то группа G является полупрямым
произведением своих подгрупп A и B (см.: [3]).
Полупрямое произведение обозначим G = A⋋B.

Предложение 2. (см.: [1,2]). Пусть R – конечное

локальное кольцо. Тогда
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1. Группа R∗ кольца R содержит циклическую

подгруппу 〈b〉 порядка pr − 1 и R∗ является

полупрямым произведением групп 1+ J(R) и

〈b〉, т.е. R∗ = (1 + J(R)) ⋋〈b〉;

2. Группа R∗ разрешима;

3. Если G – подгруппа R∗ порядка pr − 1, то

группа G сопряжена с 〈b〉 в R∗;

Известно, что группа автоморфизмов конеч-
ного поля GF (pr) является циклической поряд-
ка r и порождена автоморфизмом Фробениу-
са σ ∈ AutGF (pr), σ : α → αp, для всякого
α ∈ GF (pr).

Группа автоморфизмов колец Галуа R0 =
GR(pnr, pn) была полностью определена Рагха-
вендраном [1], а именно, AutR0

∼= AutGF (pr) и
AutR0 =< σ >, где σ(α) = αp для любого α ∈ R0.

Аль-Хамис [4] описал группу автоморфизмов
конечных локальных колец, в которых произве-
дение любых двух делителей нуля есть ноль, т.е.
J(R)2 = 0.

Чиканджи в работах [5,6] исследовал строение
группы AutR локальных колец с радикалом J ин-
декса нильпотентности 3 при всех возможных зна-
чениях характеристики кольца, но с ограничени-
ем σ1 = σ2 = . . . = σh на автоморфизмы отмечен-
ного базиса.

Наша цель – в случае charR = p2 описать
строение группы AutR конечных локальных ко-
лец, радикал Джекобсона J(R) которых имеет ин-
декс нильпотентности четыре. Таким образом бу-
дут продолжены исследования в области конеч-
ных колец и их классификации, начатые автором
ранее (см.: [7 – 10]).

2. Строение колец характеристики p2.
Пусть R – конечное ассоциативное локальное
кольцо характеристики p2, J(R)4 = 0, J(R)3 6= 0 и
F = R/J(R) – конечное поле GF (pr). Тогда R со-
держит элемент b порядка pr−1 такой, что b+J(R)
– примитивный элемент поля R/J(R) ∼= GF (pr)
(см.: [1]) . Пусть R0 = Zp2 [b] – подкольцо Галуа
кольца R, R0 = GR(p2r, p2). Заметим, что множе-
ство pR0 = J(R)∩R0 – максимальный идеал коль-
ца R0 и R0/J(R0) ∼= GF (pr). Более того, так как b
имеет порядок pr−1 и J(R0) ⊆ J(R), то b+J(R0) –
примитивный элемент R0/J(R0) и всякий элемент
R0 может быть единственным образом записан в
виде λ0 + λ1p, где λ0, λ1 ∈ K0 = 〈b〉 ∪ 0 (см. пред-
ложение 1).

Пусть r ∈ R. Тогда в силу предложения 1,

r = α0 +
h∑

i=1

αimi, α0, αi ∈ R0. Если J(R)4 = 0,

J(R)3 6= 0, то мы можем переобозначить базис
{m1, . . . ,mh} радикала J(R) следующим образом:

{u1, . . . , us1 , v1, . . . , vs2 ,

J(R)3

︷ ︸︸ ︷
w1, . . . , ws3

︸ ︷︷ ︸

J(R)2

},

где u1, . . . , us1 ∈ J \ J2, v1, . . . , vs2 ∈ J2 \ J3,
w1, . . . , ws3 ∈ J3 и s1 + s2 + s3 = h. Далее, пере-
обозначим соответствующие автоморфизмы:

{σ1, . . . , σh} = {σ1, . . . , σs1 , θ1, . . . , θs2 , τ1, . . . , τs3}.

Так как p ∈ J(R), то возможны ситуации:
p ∈ J(R)3, p ∈ J(R)2 \ J(R)3, p ∈ J(R) \ J(R)2.
В данной статье мы рассмотрим случай p ∈ J(R)3.

Итак, всюду далее будем полагать p ∈ J(R)3.
Тогда pui, pvi, pwi ∈ J(R)4 и pui = pvi = pwi = 0.
Следовательно, всякий элемент кольца R может
быть единственным образом представлен в виде

λ0 + λ1p+

s1∑

k=1

αkuk +

s2∑

k=1

βkvk +

s3∑

k=1

γkwk,

где λ0, λ1, αk, βk, γk ∈ K0.
Числа s1, s2 и s3 являются размерностями мо-

дулей J(R)3, J(R)2/J(R)3 и J(R)2/J(R) над R0,
следовательно, 1 ≤ s2 ≤ s21 и 1 ≤ s3 + 1 ≤ s1s2.
Заметим также, что R0 = K0 + pR0 и

(λ0 + λ1p)ui = λ0ui,

(λ0 + λ1p)vi = λ0vi

и
(λ0 + λ1p)wi = λ0wi.

Следовательно, радикал J(R) можно рассматри-
вать как модуль над R0/pR0, т.е. для всякого
j ∈ J(R)

j = λ1p+

s1∑

k=1

αkuk +

s2∑

k=1

βkvk +

s3∑

k=1

γkwk,

где λ0, λ1, αk, βk, γk ∈ R0/pR0.
Так как uiuj ∈ J(R)2 и uivj , viuj ∈ J(R)3, то

uiuj =

s2∑

k=1

akijvk + b0ijp+

s3∑

k=1

bkijwk,

где akij , b
0
ij , b

k
ij ∈ R0/pR0, i, j = 1, s1,

uivj = c0ijp+

s3∑

k=1

ckijwk, vjui = d0ijp+

s3∑

k=1

dkijwk,

где c0ij , c
k
ij , d

0
ij , d

k
ij ∈ R0/pR0, i = 1, s1, j = 1, s2.

Рассмотрим матрицы:

A =








a111 a211 . . . as211
a112 a212 . . . as212
...

...
...

...
a1s1s1 a2s1s1 . . . as2s1s1







,

B =








b011 b111 . . . bs311
b012 b112 . . . bs312
...

...
...

...
b0s1s1 b1s1s1 . . . bs3s1s1







,
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C =








c011 c111 . . . cs311
c012 c112 . . . cs312
...

...
...

...
c0s1s2 c1s1s2 . . . cs3s1s2







,

D =








d011 d111 . . . ds311
d012 d112 . . . ds312
...

...
...

...
d0s1s2 d1s1s2 . . . ds3s1s2







.

Так как элементы uiuj + J(R)3 порождают
J(R)2/J(R)3, то матрица A имеет ранг s2 (макси-
мальное число линейно независимых строк). Сле-
довательно, матрицы Ak = (akij), образованные
столбцами матрицы A, линейно независимы над
полемR0/pR0. Аналогично, так как элементы uivj
(соответственно vjui) порождают J(R)3, то мат-
рицы C и D имеют ранг s3 + 1. Следовательно,
матрицы Ck = (ckij) (соответственно Dk = (dkij)),
образованные соответствующими столбцами мат-
рицы C (соответственно D), линейно независимы
над полем R0/pR0.

Далее, так как кольцо R является ассоциатив-
ным, то (uαuβ)uγ = uα(uβuγ) для любых чисел
α, β, γ ∈ {1, . . . , s1}. Следовательно,

(uαuβ)uγ =

(
s2∑

k=1

akαβvk + b0αβp+

s3∑

k=1

bkαβwk

)

uγ =

=

s2∑

k=1

akαβ

(

d0γkp+

s3∑

m=1

dmγkwm

)

= uα(uβuγ) =

= uα

(
s2∑

k=1

akβγvk + b0βγp+

s3∑

k=1

bkβγwk

)

=

=

s2∑

k=1

(
akβγ
)σα

(

c0αkp+

s3∑

m=1

cmαkwm

)

.

Отсюда

s2∑

k=1

akαβd
m
γk =

s2∑

k=1

(
akβγ
)σα

cmαk

для любого числа m ∈ {0, 1, . . . , s3}.
Далее, пусть b – элемент порядка pr − 1, опре-

деленный ранее. В силу ассоциативности R имеем

(uiuj)b =

s2∑

k=1

akij(b+ pR0)
θkvk + b0ij(b + pR0)p+

+

s3∑

k=1

bkij(b + pR0)
τkwk = ((b + pR0)

σj )σiuiuj =

= (b+ pR0)
σiσj

(
s2∑

k=1

akijvk + b0ijp+

s3∑

k=1

bkijwk

)

.

Так как элементы p, vk, wk линейно независимы,
то

akij((b+ pR0)
θk − (b + pR0)

σiσj ) = 0,

b0ij ((b+ pR0)− (b+ pR0)
σiσj ) = 0,

bkij((b + pR0)
τk − (b+ pR0)

σiσj ) = 0

для соответствующих значений k. Матрицы, (akij)
линейно независимы, а значит, отличны от нуля,
поэтому для каждого k ∈ {1, . . . , s2} существуют
некоторые i, j ∈ {1, . . . , s1}, такие, что akij 6= 0.

Следовательно, (b + pR0)
θk = (b + pR0)

σiσj , и так
как b+pR0 является примитивным элементом по-
ля R0/pR0, то θk = σiσj . Заметим также, что ес-
ли матрица Bk = (bkij), k = 0, s3, образованная
соответствующим столбцом матрицы B, содержит
ненулевой элемент bkij , то τk = σiσj . В частности,
если k = 0, то τ0 = idR0

= σiσj .
Аналогично из равенств

(uivj)b = ui(vjb) и (vjui)b = vj(uib),

следует, что

c0ij(b+ pR0)p+

s3∑

k=1

ckij(b+ pR0)
τkwk =

= (b + pR0)
θjσi

(

c0ijp+

s3∑

k=1

ckijwk

)

,

d0ij(b+ pR0)p+

s3∑

k=1

dkij(b+ pR0)
τkwk =

= (b+ pR0)
σiθj

(

d0ijp+

s3∑

k=1

dkijwk

)

.

Так как p, wk линейно независимы, то

c0ij((b + pR0)− (b+ pR0)
θjσi) = 0,

ckij((b+ pR0)
τk − (b+ pR0)

θjσi) = 0,

d0ij((b+ pR0)− (b + pR0)
θjσi) = 0,

dkij((b+ pR0)
τk − (b + pR0)

θjσi) = 0

для всех k = {1, . . . , s3}. Матрицы (ckij) (соот-

ветственно (dkij)) – линейно независимы, поэтому
для каждого k = {0, . . . , s3} существуют соответ-
ствующие числа i и j, такие, что ckij 6= 0 (соот-

ветственно dkij 6= 0). Следовательно, (b + pR0) =

(b+pR0)
θjσi и так как b+pR0 – примитивный эле-

мент поля R0/pR0, то τ0 = idR0
= θjσi и τk = θjσi.

Таким образом, автоморфизмы {θ1, . . . , θs2 ,
τ1, . . . , τs3} выражаются через автоморфизмы
{σ1, . . . , σs1}.

Окончательно заметим, что умножение на
кольце R удовлетворяет равенству
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(

α0 +

s1∑

k=1

αkuk +

s2∑

k=1

βkvk +

s3∑

k=1

γkwk

)

·

(

α′

0 +

s1∑

k=1

α′

kuk +

s2∑

k=1

β′

kvk +

s3∑

k=1

γ′kwk

)

=

= α0α
′

0 + p





s1∑

i,j=1

b0ijαi

(
α′

j

)σi
+

s1∑

i=1

s2∑

j=1

(
c0ijαi(β

′

j)
σi + d0ijβj(α

′

i)
θj
)



+

+

s1∑

k=1

([α0 + pR0]α
′

k + αk [(α
′

0)
σk + pR0]) uk+

+

s2∑

k=1



[α0 + pR0]β
′

k + βk[(α
′

0)
θk + pR0] +

s1∑

i,j=1

akijαi(α
′

j)
σi



 vk+

+

s3∑

k=1



[α0 + pR0]γ
′

k + γk[α
′

0 + pR0]
τk +

s1∑

i,j=1

bkijαi(α
′

j)
σi +

s1∑

i=1

s2∑

j=1

(
ckijαi(β

′

j)
σi + dkijβj(α

′

i)
θj
)



wk,

где α0, α
′

0 ∈ R0, αk, α
′

k, βk, β
′

k, γk, γ
′

k ∈ R0/pR0.

3. Группа автоморфизмов. Пусть
w0 = p, τ0 = idR0

и l1, l2, l3 + 1 соответственно
количество различных автоморфизмов совокуп-
ностей {σ1, . . . , σs1}, {θ1, . . . , θs2} и {τ1, . . . , τs3}.
При этом будем полагать, что именно автомор-
физмы {σ1, . . . , σl1}, {θ1, . . . , θl2} и {τ1, . . . , τl3}
различны.

Рассмотрим подпространства

Ui =
∑

σj=σi

Fuj, i = 1, l1,

Vi =
∑

θj=θi

Fvj , i = 1, l2

и
Wi =

∑

τj=τi

Fwj , i = 0, l3,

где F = R0/pR0; σj , θj , τj – автоморфизмы, свя-

занные соответственно с uj , vj и wj . Тогда

U =

l1∑

i=1

Ui, V =

l2∑

i=1

Vi, W =

l3∑

i=0

Wi.

Если A = (aij) – матрица над полем F , а σ –
автоморфизм поля F , то в дальнейшем символом
Aσ будем обозначать матрицу (σ(aij)). Пусть A и
B – матрицы над полем F размерностей m × n
и n × k соответственно, и α1, . . . , αm ∈ Aut(F ),
n,m, k ∈ N . Обозначим через [A,B](α1,...,αm) мат-
рицу C = (cij)m×k, где

cij = ai1b
αi

1j + ai2b
αi

2j + . . .+ ainb
αi

nj ,

i = 1,m, j = 1, k. Если α1 = . . . = αs = α, то
[A,B](α1,...,αm) = ABα.

Теорема 1. Пусть ϕ – линейное отображе-

ние кольца R.

ϕ ∈ Aut (R) ⇔ ϕ

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=1

γiwi

)

=

= x



αρ
0 +

s1∑

i=1

αρ
iϕj(ui) +

∑

θj=σi

qjiα
ρ
i vj +

s2∑

i=1

βρ
i φj(vi) +

∑

τj=σi

njiα
ρ
iwj +

∑

τj=θi

sjiβ
ρ
i wj +

s3∑

i=1

γρi ψj(wi)



 x−1,

для некоторых элементов x ∈ 1 + J , α0, αi ∈ K0,

βi, γi, qji, nji, sji ∈ R0/pR0,

ϕj ∈ Aut (Uj), если ui ∈ Uj ;

φj ∈ Aut (Vj), если vi ∈ Vj ;

ψj ∈ Aut (Wj), если wi ∈Wj ,

и существуют невырожденные матрицы

P = (pij)s1×s1 , R = (rij)s2×s2 , T = (tij)s3+1×s3+1,

такие, что

PT [Ak, P ](σ1,...,σs1
) =

s2∑

i=1

rkiA
ρ
i , k = 1, s2, (1)

PT [Bk, P ](σ1,...,σs1
) + PT [Ck, Q](σ1,...,σs1

)+
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+QT [DT
k , P ](θ1,...,θs2) =

s2∑

i=1

skiA
ρ
i +

s3∑

i=0

tkiB
ρ
i , (2)

PT [Ck, R](σ1,...,σs1
) =

s3∑

i=0

tkiC
ρ
i , (3)

RT [DT
k , P ](θ1,...,θs2) =

s3∑

i=0

tki
(
DT

i

)ρ
, k = 0, s3 (4)

и σi = σj, если pji 6= 0; θi = θj, если rji 6= 0;
τi = τj , если tji 6= 0; σi = θj, если qji 6= 0; θi = τj ,
если sji 6= 0.

Доказательство. Пусть ϕ ∈ Aut (R). Заметим,
что ϕ(R0) – максимальное подкольцо Галуа коль-
ца R. В силу предложения 1 существует x ∈ R∗

такой, что ϕ(R0) = xR0x
−1. Так как

R∗ = (1 + J) · 〈b〉,

где b – элемент порядка pr−1, определенный ранее
(см. предложение 2), то x = (1 + j)b0, где j ∈ J ,
b0 ∈ 〈b〉, и

ϕ(R0) = xR0x
−1 =

= (1 + j)b0R0b
−1
0 (1 + j)−1 = (1 + j)R0(1 + j)−1.

Следовательно, будем полагать ϕ(R0) = xR0x
−1

для некоторого x ∈ 1 + J и ϕ(r0) = xrρ0x
−1

для любого r0 ∈ R0 и некоторого автоморфизма
ρ ∈ Aut(R0).

Рассмотрим автоморфизм χ = ϕxϕ, где
ϕx(r) = x−1rx, x ∈ 1 + J , r ∈ R. Тогда

χ

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= αρ
0 +

s1∑

i=1

αρ
iχ(ui) +

s2∑

i=1

βρ
i χ(vi) +

s3∑

i=0

γρi χ(wi).

Так как

ui ∈ J =

s1∑

i=1

Fui ⊕

s2∑

i=1

Fvi ⊕

s3∑

i=0

Fwi, i = 1, s1,

vi ∈ J2 =

s2∑

i=1

Fvi ⊕

s3∑

i=0

Fwi, i = 1, s2,

wi ∈ J3 =

s3∑

i=0

Fwi, i = 0, s3,

то

χ(ui) =

s1∑

j=1

pjiuj +

s2∑

j=1

qjivj +

s3∑

j=0

njiwj , i = 1, s1,

χ(vi) =

s2∑

j=1

rjivj +

s3∑

j=0

sjiwj , i = 1, s2,

χ(wi) =

s3∑

j=0

tjiwj , i = 0, s3

для некоторых pji, qji, nji, rji, sji, tji ∈ R0/pR0,
причем t00 = 1 и tj0 = 0, при j 6= 0.

Пусть r0 ∈ R0 и uir0 = rσi

0 ui, vir0 = rθi0 vi и
wir0 = rτi0 wi. Тогда

χ(uir0) = χ(rσi

0 ui) = χ(rσi

0 )χ(ui) =

= χ(rσi

0 )





s1∑

j=1

pjiuj +

s2∑

j=1

qjivj +

s3∑

j=0

njiwj



 ,

χ(uir0) = χ(ui)χ(r0) =

=





s1∑

j=1

pjiuj +

s2∑

j=1

qjivj +

s3∑

j=0

njiwj



χ(r0) =

=

s1∑

j=1

pji[χ(r0)]
σjuj +

s2∑

j=1

qji[χ(r0)]
θjvj+

+

s3∑

j=0

nji[χ(r0)]
τjwj .

Так как uj, vj и wj – элементы базиса, то

χ(rσi

0 )pji = [χ(r0)]
σjpji,

χ(rσi

0 )qji = [χ(r0)]
θj qji,

χ(rσi

0 )nji = [χ(r0)]
τjnji.

Следовательно, если σj 6= σi, то pji = 0; если
θj 6= σi, то qji = 0; если τj 6= σi, то nji = 0.

Аналогично из соотношений

χ(vir0) = χ(rθi0 vi) = χ(vi)χ(r0)

и
χ(wir0) = χ(rθi0 wi) = χ(wi)χ(r0)

соответственно получаем: если θj 6= θi, то rji = 0;
если τj 6= θi, то sji = 0; если τj 6= τi, то tji = 0.

Заметим, что матрицы P , R, T невырождены
и, следовательно,

s1∑

j=1

pjiuj = ϕk(ui), ϕk ∈ Aut (Uk), если ui ∈ Uk;

s2∑

j=1

rjivj = φk(vi), φk ∈ Aut (Vk), если vi ∈ Vk;

s3∑

j=0

tjiwj = ψk(wi), ψk ∈ Aut (Wk), если wi ∈ Wk,

где Uk, Vk, Wk – подмодули над R0/pR0, рассмот-
ренные ранее. Отсюда, принимая во внимание со-
отношение ϕ = (ϕx)

−1χ, получаем
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ϕ

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= x



αρ
0 +

s1∑

i=1

αρ
iϕj(ui) +

∑

θj=σi

qjiα
ρ
i vj +

s2∑

i=1

βρ
i φj(vi) +

∑

τj=σi

njiα
ρ
iwj +

∑

τj=θi

sjiβ
ρ
i wj +

s3∑

i=0

γρi ψj(wi)



 x−1.

Далее продолжим исследовать условия, при
которых указанное выше отображение является

гомоморфизмом кольца R:

χ(ui)χ(uj) =

(
s1∑

k=1

pkiuk +

s2∑

k=1

qkivk +

s3∑

k=0

nkiwk

)

·

(
s1∑

k=1

pkjuk +

s2∑

k=1

qkjvk +

s3∑

k=0

nkjwk

)

=

=

s2∑

k=1

(
s1∑

ν,µ=1

pνip
σν

µja
k
νµ

)

vk +

s3∑

k=0

(
s1∑

ν,µ=1

pνip
σν

µj b
k
νµ +

s1∑

ν=1

s2∑

µ=1

(

pνiq
σν

µj c
k
νµ + qµip

θµ
νjd

k
νµ

)
)

wk,

χ(uiuj) = χ

(
s2∑

ν=1

aνijvν +

s3∑

ν=0

bνijwν

)

=

=

s2∑

ν=1

χ
(
aνij
)

(
s2∑

k=1

rkνvk

)

+

s2∑

ν=1

χ
(
aνij
)

(
s3∑

k=0

skνwk

)

+

s3∑

ν=0

χ
(
bνij
)

(
s3∑

k=0

tkνwk

)

=

=

s2∑

k=1

s2∑

ν=1

(
aνij
)ρ
rkνvk +

s3∑

k=0

(
s2∑

ν=1

(
aνij
)ρ
skν +

s3∑

ν=0

(
bνij
)ρ
tkν

)

wk.

Принимая во внимание линейную независи-
мость элементов vk и wk, получаем требуемые
соотношения:

PT [Ak, P ](σ1,...,σs1
) =

s2∑

i=1

rkiA
ρ
i ,

PT [Bk, P ](σ1,...,σs1
) + PT [Ck, Q](σ1,...,σs1

)+

+QT [DT
k , P ](θ1,...,θs2) =

s2∑

i=1

skiA
ρ
i +

s3∑

i=0

tkiB
ρ
i .

Аналогично

χ(ui)χ(vj) =

(
s1∑

k=1

pkiuk +

s2∑

k=1

qkivk +

s3∑

k=0

nkiwk

)

·

(
s2∑

k=1

rkjvk +

s3∑

k=0

skjwk

)

=

=

s3∑

k=0

(
s1∑

ν=1

s2∑

µ=1

pνir
σν

µj c
k
νµ

)

wk,

χ(uivj) = χ

(
s3∑

ν=0

cνijwν

)

=

s3∑

k=0

(
s3∑

ν=0

(
cνij
)ρ
tkν

)

wk,

χ(vj)χ(ui) =

(
s2∑

k=1

rkjvk +

s3∑

k=0

skjwk

)

·

(
s1∑

k=1

pkiuk +

s2∑

k=1

qkivk +

s3∑

k=0

nkiwk

)

=

=

s3∑

k=0

(
s1∑

ν=1

s2∑

µ=1

rµjp
θ
νid

k
νµ

)

wk,
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χ(vjui) = χ

(
s3∑

ν=0

dνijwν

)

=

(
s3∑

k=0

(
s3∑

ν=0

(
dνij
)ρ
tkν

)

wk

)

.

Следовательно,

PT [Ck, R](σ1,...,σs1
) =

s3∑

i=0

tkiC
ρ
i

и

RT [DT
k , P ](θ1,...,θs2) =

s3∑

i=0

tki(D
T
i )

ρ.

Для доказательства обратного утверждения
достаточно рассмотреть отображение ϕ из фор-
мулировки теоремы и проверить выполнимость
свойств автоморфизма. Теорема доказана.

Пусть G – подгруппа группы Aut (R), состоя-
щая из автоморфизмов, определяемых по правилу

g

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= αρ
0+

s1∑

i=1

αρ
iϕk(ui)+

s2∑

i=1

βρ
i φk(vi)+

s3∑

i=0

γρi ψk(wi),

где ϕk ∈ Aut (Uk), если ui ∈ Uk, φk ∈ Aut (Vk),
если vi ∈ Vk, ψk ∈ Aut (Wk), если wi ∈ Wk и
ρ ∈ Aut (R0). Пусть G0 – подгруппа G, состоящая
из автоморфизмов g0 таких, что

g0

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= αρ
0 +

s1∑

i=1

αρ
i ui +

s2∑

i=1

βρ
i vi +

s3∑

i=0

γρi wi,

а G1, G2 и G3 – подгруппы G, состоящие соответ-
ственно из автоморфизмов

g1

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0 +

s1∑

i=1

αiϕk(ui) +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi,

g2

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βiφk(vi) +

s3∑

i=0

γiwi,

g3

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiψk(wi).

Тогда G1×G2 ×G3 – прямое произведение групп.
Кроме того,

G = (G1 ×G2 ×G3) ·G0, G1 ×G2 ×G3 ⊳ G

и
(G1 ×G2 ×G3) ∩G0 = {idR}.

Следовательно, группа G – полупрямое произве-
дением групп G0 и G1 ×G2 ×G3, т.е.

G = (G1 ×G2 ×G3)⋋G0.

Пусть H – подгруппа группы Aut (R), состоя-
щая из автоморфизмов, определяемых по правилу

ϕ

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= x



α0 +

s1∑

i=1

αiui +
∑

θj=σi

qjiαivj +

s2∑

i=1

βivi+

+
∑

τj=σi

njiαiwj +
∑

τj=θi

sjiβiwj +

s3∑

i=0

γiwi



x−1.

Пусть H0, H1, H2, H3 – подгруппы H , состоящие
соответственно из автоморфизмов

h0

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= x

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

x−1,

h1

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0+

s1∑

i=1

αiui+
∑

θj=σi

qjiαivj+

s2∑

i=1

βivi+

s3∑

i=0

γiwi,

h2

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0+

s1∑

i=1

αiui+

s2∑

i=1

βivi+
∑

τj=σi

njiαiwj+

s3∑

i=0

γiwi,
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h3

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= α0+

s1∑

i=1

αiui+

s2∑

i=1

βivi+
∑

τj=θi

sjiβiwj+

s3∑

i=0

γiwi.

Тогда непосредственно проверяется, что

H = H0 × ((H1 ×H2)⋋H3).

Докажем, что группа Aut (R) – полупрямое
произведение нормальной подгруппы H и группы
G. Очевидно Aut (R) = H · G. Пусть ϕ ∈ H ∩ G.
Так как ϕ ∈ H , то для всякого r0 ∈ R0 име-
ем либо ϕ(r0) = r0, либо ϕ(r0) /∈ R0. С дру-
гой стороны, ϕ ∈ G и ϕ(r0) = r0 или ϕ(r0) =
rρ0 ∈ R0. Следовательно, ϕ(r0) = r0, ∀r0 ∈ R0 и
ϕ ∈ ((H1 × H2) ⋋ H3) ∩ (G1 × G2 × G3). Так как
ϕ ∈ G1 ×G2 ×G3, то ϕ(U) = U и ϕ(V ) = V . Но в
группе H единственный элемент с таким услови-
ем – idR. Таким образом, ϕ = idR, H ∩G = {idR}
и Aut (R) = H ⋋G.

Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 2.

Aut (R) =
[H0 × ((H1 ×H2)⋋H3)]⋋ [(G1 ×G2 ×G3)⋋G0] .

Заметим, что подгруппа H0 группы AutR, со-

стоящая из автоморфизмов

ϕx

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

=

= x

(

α0 +

s1∑

i=1

αiui +

s2∑

i=1

βivi +

s3∑

i=0

γiwi

)

x−1,

где x ∈ 1 + J(R), изоморфна фактор-группе

(1 + J(R))/(1 + Z(R) ∩ J(R)).

Автоморфизмы групп H1, H2, H3, G1, G2 и G3,
очевидно, есть невырожденные линейные преоб-
разования конечномерного векторного простран-
ства J(R) и изоморфны невырожденным матри-
цам, по сути являющимися матрицами перехода
от одного базиса R к другому. При этом должны
быть выполнены условия (1)–(4) теоремы 2, свя-
зывающие равенствами матрицы перехода R как
векторного пространства с матрицами умножения
R как кольца.

Вопрос о строении группы автоморфизмов в
ситуациях charR = pk, k = 3, 4 остается от-
крытым. Предполагаются аналогичные рассужде-
ния с учетом того, что в отмеченный базис про-
странства J(R), возможно, добавятся элементы
радикала p, p2, p3 и pu1, . . . , pus1 , p

2u1, . . . , p
2us1 ,

pv1, . . . , pvs2 . Более общий случай, когда индекс
нильпотентности радикала есть произвольное на-
туральное число, будет рассмотрен автором в по-
следующих работах.
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