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Исследованию связи между различными типа-
ми кривизн и топологией римановых многообра-
зий посвящены работы многих математиков [1—4].
В [2—4] изучалось влияние кривизны Риччи и од-
номерной кривизны на топологию однородных ри-
мановых многообразий. В данной статье исследу-
ются области знакоопределенной кривизны Рич-
чи и одномерной кривизны в случае трехмерных
групп Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой.
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Many mathematicians devoted their papers to
the investigation of the relationship between various
curvature types and the topology of the Riemannian
manifolds [1—4]. An influence of the Ricci curvature
and one- dimensional curvature on the topology of
the homogeneous Riemannian manifolds was studied
in [2—4]. In this paper the sign-defined Ricci and
one- dimensional curvatures domains were studied
for the case of three-dimensional Lie groups with left-
invariant Riemannian metrics.
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1. Обозначения. Пусть G — трехмерная
унимодулярная группа Ли; g — алгебра Ли груп-
пы G; 〈·, ·〉 — скалярное произведение на g, соот-
ветствующее некоторой левоинвариантной рима-
новой метрике на группе Ли G. Тогда в g суще-
ствует положительно ориентированный ортобазис
{e1, e2, e3}, в котором выполняются равенства [3]:

[e1, e2] = λ3e3, [e2, e3] = λ1e1, (1)

[e3, e1] = λ2e2.

В данном базисе диагонализируемы квадра-
тичная форма Риччи r(x) = rijx

ixj и квадратич-
ная форма одномерной кривизны a(x) = aijx

ixj ,
где rij — компоненты тензора Риччи, aij — ком-
поненты тензора одномерной кривизны, опреде-
ляемые стандартным образом: rij = tr(v →

R(ei, v)ej); aij =
1

n− 2

(

rij −
sgij

2(n− 1)

)

, где n =

3; R — тензор кривизны; s = tr(r) — скалярная
кривизна; gij — компоненты метрического тензо-
ра.

Главные значения кривизны Риччи и одномер-
ной кривизны, а также след в этом базисе имеют
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вид:

r1 =
1

2
(λ1 − λ2 + λ3) (λ1 + λ2 − λ3) ,

r2 =
1

2
(−λ1 + λ2 + λ3) (λ1 + λ2 − λ3) ,

r3 =
1

2
(−λ1 + λ2 + λ3) (λ1 − λ2 + λ3) ,

s = λ2λ3 + λ1λ3 + λ1λ2 −
1

2
(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3);

(2)

a1 =
1

8
(5λ2

1 − 3(λ2 − λ3)
2 − 2λ1λ3 − 2λ1λ2),

a2 =
1

8
(5λ2

2 − 3(λ1 − λ3)
2 − 2λ1λ2 − 2λ2λ3),

a3 =
1

8
(5λ2

3 − 3(λ1 − λ2)
2 − 2λ1λ3 − 2λ2λ3).

(3)

Пусть G — трехмерная неунимодулярная груп-
па Ли. Тогда в g существует положительно ориен-
тированный ортобазис {e1, e2, e3} такой, что [3]:

[e1, e2] = αe2 + βe3, [e1, e3] = γe2 + δe3, (4)

[e2, e3] = 0,

где α+ δ 6= 0 и αγ + βδ = 0.
Заметим, что в случае α + δ = 2 инвариант

D = αδ − γβ определяет алгебру g с точностью
до изоморфизма. Следуя [3], положим: α = 1 + ξ,
β = (1 + ξ)η, γ = −(1 − ξ)η, δ = 1 − ξ, где
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ξ ≥ 0, η ≥ 0. Тогда квадратичные формы Риччи и
одномерной кривизны диагонализируемы в этом
базисе, и их главные кривизны и след вычисля-
ются по формулам:

r1 = −2− 2ξ2 − 2ξ2η2 < 0,

r2 = −2− 2ξ − 2ξη2 < 0,

r3 = −2 + 2ξ + 2ξη2,

s = −6− 2ξ2 − 2ξ2η2 < 0, (ξ ≥ 0, η ≥ 0);

(5)

a1 = −
1

2
−

3

2
ξ2 −

3

2
η2ξ2 < 0,

a2 = −
1

2
− 2ξ − 2η2ξ +

1

2
ξ2η2 +

1

2
ξ2,

a3 = −
1

2
+ 2ξ + 2η2ξ +

1

2
ξ2 +

1

2
η2ξ2.

(6)

Приведем также ряд результатов, которые нам
потребуются.

Критерий 1 (Дж. Милнор [3]). Связная груп-
па Ли G допускает левоинвариантную римано-
ву метрику положительной кривизны Риччи в
том и только том случае, если G компактна и
ее фундаментальная группа π1(G) конечна. В та-
ком случае искомой метрикой является биинва-
риантная риманова метрика.

Критерий 2 (Е.Д. Родионов, В.В. Славский
[4]). Связная группа Ли G допускает левоинвари-
антную риманову метрику положительной од-
номерной кривизны в том и только том случае,
если G компактна и ее фундаментальная группа
π1(G) конечна. В таком случае искомой метри-
кой является стандартная риманова метрика.

Заметим также, что положительность одно-
мерной кривизны риманова многообразия влечет
положительность кривизны Риччи. Обратное, во-
обще говоря, неверно, т.е. существуют римано-
вы метрики положительной кривизны Риччи и
осциллирующей (принимающей значения разных
знаков) одномерной кривизны (см. [4]).

2. Основные результаты. Предваритель-
но докажем некоторые утверждения, которые нам
потребуются.

Лемма 1. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная
унимодулярная группа Ли с левоинвариантной
римановой метрикой знакоопределенной кривиз-
ны Риччи (положительной или отрицательной).
Тогда алгебра Ли g группы G изоморфна su(2), а
структурные константы удовлетворяют соот-
ношениям 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 < λ1 + λ2

Доказательство. Пусть кривизна Риччи по-
ложительна, тогда, применяя критерий Дж. Мил-
нора, а также используя классификацию трехмер-
ных унимодулярных алгебр Ли [3], получаем, что
алгебра Ли g группы G изоморфна su(2).

Далее, применяя результаты работы [5], где
оценивалась кривизна Риччи трехмерных групп

Ли, получаем, что структурные константы, в слу-
чае алгебры su(2), а также кривизна Риччи удо-
влетворяют соотношениям:

r1 ≤ r〈·,·〉(ξ) ≤ r3,

r1 ≤ r2 ≤ r3, r3 > 0, r1 ≥ 0,

если 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ1 + λ2;

r2 ≤ r〈·,·〉(ξ) ≤ r3,

r2 ≤ r1 ≤ r3, r3 > 0, r2 ≤ 0,

если 0 < λ1 ≤ λ2 < λ1 + λ2 ≤ λ3.

(7)

Для завершения доказательства леммы нам
осталось заметить, что r〈·,·〉(ξ) > 0 в том и только
том случае, если 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 < λ1 + λ2, а
случай отрицательности кривизны Риччи невоз-
можен [5]. Доказательство завершено.

Рассмотрим неунимодулярный случай, пред-
полагая, без ограничения общности, что парамет-
ры ξ ≥ 0, η ≥ 0 [3].

Лемма 2. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная
неунимодулярная группа Ли с левоинвариантной
римановой метрикой знакоопределенной кривиз-
ны Риччи. Тогда параметры ξ и η, определяющие
алгебру Ли с точностью до изоморфизма (кроме
случая ξ = η = 0), удовлетворяют неравенствам:

0 ≤ ξ <
1

1 + η2
, 0 ≤ η. (8)

Доказательство. Очевидно, что r1 < 0, r2 <

0, значит для знакоопределенности кривизны
Риччи, при условии ξ ≥ 0, η ≥ 0, необходимо и до-
статочно выполнение неравенства r3 = −2 + 2ξ +
2ξη2 < 0 или ξ < 1

1+η2 . Доказательство заверше-
но.

Прямым следствием доказанных лемм являет-
ся

Теорема 1. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная
группа Ли с левоинвариантной римановой мет-
рикой. Тогда кривизна Риччи группы (G, 〈·, ·〉)
знакоопределена в том и только том случае, ес-
ли алгебра Ли g группы G содержится в табли-
це 1.

Исследуем случай одномерной кривизны.
Лемма 3. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная уни-

модулярная группа Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой знакоопределенной одномерной
кривизны. Тогда алгебра Ли g группы G изоморф-
на su(2), а структурные константы удовлетво-
ряют неравенствам:

1

8
(5λ2

1 − 3(λ2 − λ3)
2 − 2λ1λ3 − 2λ1λ2) > 0,

если 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ1 + λ2.

(9)
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Таблица 1
Области знакопостоянства кривизны Риччи

Алгебра Ли Кривизна Риччи Структурные константы

Унимодулярна, изоморфна su(2) Положительна 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 < λ1 + λ2

Неунимодулярна, определяется с
точностью до изоморфизма набо-
ром структурных констант

Отрицательна α = 1+ ξ, β = (1+ ξ)η, γ = −(1− ξ)η,
δ = 1− ξ, ξ ≥ 0, η ≥ 0, ξ < 1

1+η2

Таблица 2
Области знакопостоянства одномерной кривизны

Алгебра Ли Одномерная кривизна Структурные константы

Унимодулярна, изоморф-
на su(2)

Положительна 1

8
(5λ2

1− 3(λ2−λ3)
2− 2λ1λ3− 2λ1λ2) > 0,

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ1 + λ2

Неунимодулярна, опре-
деляется с точностью до
изоморфизма набором
структурных констант

Отрицательна α = 1+ξ, β = (1+ξ)η, γ = −(1−ξ)η, δ =

1− ξ, ξ ≥ 0, η ≥ 0, ξ < −2 +
√

4 + 1

1+η2

Доказательство. Предположим, что одно-
мерная кривизна положительна, тогда, приме-
няя критерий Родионова-Славского [4], а также
используя классификацию трехмерных унимоду-
лярных алгебр Ли [3], получаем, что алгебра Ли g

группы G изоморфна su(2). Далее, применяя ре-
зультаты работы [5], получаем искомые неравен-
ства. Нетрудно видеть, что множество решений
системы (9) непусто. Так, например, набор струк-
турных констант λ1 = λ2 = λ3 > 0 является реше-
нием данной системы (9). Доказательство завер-
шено.

Лемма 4. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная
неунимодулярная группа Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой знакоопределенной од-
номерной кривизны. Тогда параметры ξ и η, опре-
деляющие алгебру Ли g группы G с точностью
до изоморфизма (кроме случая ξ = η = 0), удо-
влетворяют неравенствам:

0 ≤ ξ < −2 +

√

4 +
1

1 + η2
,

0 ≤ η.

(10)

Доказательство. В силу того, что a1 < 0,
необходимо рассмотреть систему неравенств: a2 <

0, a3 < 0, которая в силу (6) равносильна следу-
ющей

0 ≤ ξ < 2 +

√

4 +
1

1 + η2
,

0 ≤ ξ < −2 +

√

4 +
1

1 + η2
,

0 ≤ η;

(11)

т.е. системе вида (10). Доказательство завершено.
Из лемм 3 и 4 следует
Теорема 2. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмер-

ная группа Ли с левоинвариантной римановой
метрикой. Тогда одномерная кривизна группы
(G, 〈·, ·〉) знакоопределена в том и только том
случае, если алгебра Ли g группы G содержит-
ся в таблице 2.

Изучим теперь случай, когда кривизна Риччи
знакоопределена, а одномерная кривизна осцил-
лирует, т.е. принимает значения разных знаков.

Теорема 3. Пусть (G, 〈·, ·〉) — трехмерная
группа Ли с левоинвариантной римановой мет-
рикой знакоопределенной кривизны Риччи. Тогда
одномерная кривизна группы (G, 〈·, ·〉) знакопере-
менна в том и только том случае, если алгебра
Ли g группы G содержится в таблице 3.

Доказательство. Из теоремы 1 и результатов
работы [5] следует утверждение теоремы в унимо-
дулярном случае.

Рассмотрим неунимодулярный. В этом случае
главная кривизна a1 < 0. Кривые a2 = 0 и a3 = 0
и r3 = 0 разбивают первый квадрант на области:

Ω1

{

sign(a1, a2, a3) = (−,−,−),

sign(r1, r2, r3) = (−,−,−),

Ω2

{

sign(a1, a2, a3) = (−,−,+),

sign(r1, r2, r3) = (−,−,−),

Ω3

{

sign(a1, a2, a3) = (−,−,+),

sign(r1, r2, r3) = (−,−,+),

Ω4

{

sign(a1, a2, a3) = (−,+,+),

sign(r1, r2, r3) = (−,−,+),
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Таблица 3
Области знакопостоянства кривизны Риччи и осциллирования одномерной кривизны

Алгебра Ли Кривизна
Риччи

Одномерная
кривизна

Структурные константы

Унимодулярна, изоморф-
на su(2)

Положи-
тельна

Осциллирует 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 < λ1 + λ2

Неунимодулярна, опре-
деляется с точностью до
изоморфизма набором
структурных констант

Отрица-
тельна

Осциллирует α = 1 + ξ, β = (1 + ξ)η, γ = −(1− ξ)η,
δ = 1− ξ, ξ ≥ 0, η ≥ 0, ξ < 1

1+η2 .

где sign(a1, a2, a3) = (sign(a1), sign(a2), sign(a3)),
sign(ai) – знак числа ai. Понятно, что в области
Ω2 кривизна Риччи отрицательна, а одномерная

кривизна принимает значения разных знаков (ос-
циллирует). Доказательство завершено.
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