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Предложен способ решения задач дисперсион-
ного и ковариационного анализа в рамках интер-
вального нестатистического подхода к описанию 
неопределенности в данных. Способ заключается  
в сведении задач построения и анализа эмпириче-
ских зависимостей при необходимости учета влия-
ния качественных факторов к задаче регрессионно-
го анализа и ее последующем решении методом 
центра неопределенности. 
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The paper describes a technique of ANOVA-type 
problem solving on the base of interval non-statistical 
approach to data uncertainty handling. The essence of 
the technique is to reduce a problem of building and 
analyzing empirical dependencies under the influence 
of categorical factors to the problem of regression 
analysis which could be solved using uncertainty center 
method. 

Key words: non-statistical approach, interval estimates, 
analysis of variance, analysis of covariance, uncertainty 
center method. 
 
 
 
 
 

Введение. Интервальный (нестатистический) 
подход к обработке и анализу экспериментальной 
информации основывается на описании неопреде-
ленностей в данных ограниченными множествами, 
чаще всего задаваемыми интервалами или их декар-
товыми произведениями – брусами. При этом на 
множествах неопределенности не вводится никаких 
дополнительных мер (вероятностных, нечетких  
и пр.). Такой взгляд на обрабатываемые данные хо-
рошо согласуется с запросами практиков, зачастую 
не владеющих информацией о вероятностной 
структуре этих данных, особенно в случае коротких 
выборок. 

Идейно восходя к пионерской работе Л.В. Кан-
торовича [1] и часто совпадая содержательно, но 
различаясь терминологически, приемы построения 
и анализа эмпирических зависимостей на базе ин-
тервального подхода развиваются различными 
группами отечественных и зарубежных исследова-
телей [2–9]. Выработанная техника оценивания па-
раметров и построения прогнозов зависимостей 
позволяет существенно обогатить сведения, полу-
чаемые аналитиком, о восстанавливаемой зависи-
мости и ее свойствах более традиционными стати-
стическими методами. При этом большинство из-
вестных результатов в области интервального (не-
статистического) подхода касаются постановки за-
дачи, известной как задача регрессионного анализа, 
которая состоит в поиске и анализе приемлемой 
модели зависимости между количественными экзо-

генными и количественной же эндогенной пере-
менными. Однако на практике при построении за-
висимости часто приходится сталкиваться с необ-
ходимостью учета некоторых качественных факто-
ров. Ситуацию, когда экзогенные переменные пред-
ставлены исключительно качественными фактора-
ми, обычно именуют задачей дисперсионного ана-
лиза [10, 11]. Задачу же изучения зависимости, 
в которой наряду с качественными имеются и коли-
чественные экзогенные факторы, принято называть 
задачей ковариационного анализа [10, 12]. В на-
стоящей работе предложен способ решения задач 
этих двух типов в рамках интервального (нестати-
стического) подхода. В первом разделе работы из-
ложены основные идеи интервального подхода, при 
этом используется терминология метода центра не-
определенности [4, 5]. Во втором разделе показано, 
каким образом задачи дисперсионного и ковариа-
ционного анализа могут быть решены с помощью 
метода центра неопределенности. Наконец, в треть-
ем разделе приведен простой численный пример. 

1. Метод центра неопределенности. Основу 
метода центра неопределенности  составляет техни-
ка исследования множества допустимых значений 
параметров зависимости, конструируемой по таб-
лице наблюдений за экзогенными и эндогенной пе-
ременными. При этом полагается, что значения эк-
зогенных переменных известны точно (или с пре-
небрежимо малыми погрешностями), а суммарная 
ошибка наблюдения эндогенной переменной огра-
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ничена сверху по модулю величиной ε . В частно-
сти, в случае построения линейно-параметризован-
ной зависимости вида 

0

n

i i
i

y xβ
=

= ∑  (1) 

по таблице экспериментальных данных, полученной 
в N наблюдениях, 

( ){ }0 1,  , ,...,   1,...,j j j njT y x x x j N= =  (2) 

множество допустимых значений параметров зави-
симости представляет собой полиэдральное, а сле-
довательно, и выпуклое множество 

0
0

( ,..., ) ,

1,..., .

n

n j j i ij j j
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=
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⎬
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При этом B ограничено тогда и только тогда, ко-
гда ранг матрицы наблюдений  равен 
n + 1. Содержательно неограниченность множества 
B может интерпретироваться как недостаток эмпи-
рической информации. Пустота множества B гово-
рит о противоречивости собранной информации. 

( 1)( )ij n NX x + ×=

Главным принципом нестатистической обработ-
ки наблюдений, определяющим все последующие 
алгоритмы и получаемые выводы, является отсутст-
вие каких-либо предпочтений для элементов мно-
жества B (их равноправие при выборе в качестве 
оценок параметров). 

Ввиду сложности полного описания множества 
B в ряде случаев ограничиваются некоторыми его 
аппроксимациями. В частности, в этой роли можно 
использовать брусы (гиперпараллелепипеды с гра-
нями, параллельными координатным плоскостям), 
охватывающие множество неопределенности B. 
Наименьший из таких брусов отыскивается путем 
решения следующих задач линейного программи-
рования: 

min ii Bβ
β β

∈
= ,   maxi iBβ

β β
∈

= ,  . (4) 0,...,i = n

Интервалы [ , ]ii
β β , 0,...,i n= , определяющие 

этот брус, содержат в себе возможные точечные 
оценки параметров iβ , а их длины могут выступать 
в качестве меры точности точечных оценок.  

В соответствии с главным принципом нестати-
стической обработки наблюдений точечной оценкой 
параметров iβ  зависимости (1) в равной степени 
может служить любой из элементов множества B. 
Известен ряд подходов к выбору представительной 
точки из множества B, опирающихся на различные 
соображения [13], но одним из наиболее простых 
способов построения точечной оценки 

0 ,..., nβ β β
∧ ∧ ∧⎛= ⎜

⎝ ⎠
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Помимо задачи точечного и интервального оце-
нивания параметров зависимости в отношении 
множества B может ставиться и задача интерваль-
ного оценивания выходной переменной y зависимо-
сти (1) в точке x: 

( ) min
B

y x x
β

β
∈

= ,   ( ) max
B

y x
β

xβ
∈

= . (6) 

Интервал [ ( ),  ( )]y x y x  содержит возможные зна-
чения выходной переменной y в точке x при различ-
ном выборе параметров зависимости. В качестве 
точечной оценки прогнозного значения зависимо-
сти (1) в точке x по аналогии с (5) может использо-
ваться полусумма концов интервала: 

( )1( ) ( ) ( )
2

y x y x y x
∧

= + , ( )1( ) ( ) ( )
2

y x y x y xΔ = − . (7) 

С использованием гарантированных интерваль-
ных оценок параметров и прогнозных значений за-
висимости довольно просто проводится анализ зна-
чимости коэффициентов зависимости [5, 6]. В слу-
чае пустоты множества допустимых параметров 
зависимости B возможно выявление выбросов [14] 
и/или построение совместных подвыборок наблю-
дений [15].  

Таким образом, базовые приемы метода центра 
неопределенности позволяют исследователю ре-
шать тот же круг вопросов, которые находятся 
в фокусе классического регрессионного анализа. 

2. Задачи ковариационного и дисперсионного 
анализа. Основной прием, позволяющий при по-
строении зависимости ввести в рассмотрение каче-
ственные факторы, состоит в использовании фик-
тивных переменных. В классическом статистиче-
ском анализе хорошо известны [10–12, 16] способы 
применения этого аппарата для сведения задач дис-
персионного анализа (все факторы качественные) и 
ковариационного анализа (часть факторов – количе-
ственные, а часть – качественные) к задаче регрес-
сионного анализа. В настоящем разделе будет пока-
зано, что использование того же приема при неста-
тистическом подходе делает возможным решение 
задач дисперсионного и ковариационного анализов 
с помощью метода центра неопределенности. 

Для учета влияния на значение выходной пере-
менной каждого из качественных факторов ix , при-
нимающих значения на Li уровнях 

0{ ,..., }
ii i iLX x x −1= , в зависимость вводятся 1iL −  

фиктивных переменных, значения которых в сово-
купности кодируют уровень фактора ix , соответст-
вующий каждому из наблюдений. Способ выбора 
фиктивных переменных не единственен. Одним из 
наиболее простых для реализации и интерпретации 
является следующий вариант сопоставления уров-
ней фактора и значений совокупности фиктивных 
переменных. 

⎞
⎟  является выбор в этом качестве сре-

динной точки охватывающего бруса, отыскиваемо-
го при решении задач (4): 
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Один из уровней фактора выбирается в качестве 
эталонного, например, 0ix , а для остальных опреде-
ляются фиктивные переменные 1 (,...,

ii i Ld d 1)− , при-
нимающие значения 0 или 1. Ситуация, когда все 
переменные  равны нулю, соответствует 

эталонному уровню фактора 
1 (,...,

ii i Ld d −1)

0ix . Равенство единице 
переменной  при нулевых значениях остальных 
фиктивных переменных соответствует уровню фак-
тора 

ikd

ikx .  
Коэффициент ikδ  при каждой из заданных таким 

способом фиктивных переменных  представляет 
собой оценку так называемого чистого эффекта, т.е. 
разницы в значении выходной переменной, обу-
словленной переходом фактора 

ikd

ix  с эталонного 
уровня 0ix  на уровень ikx  при фиксированных зна-
чениях прочих переменных, входящих в зависи-
мость. 

После пополнения фиктивными переменными 
структура зависимости приобретает вид 

11

0 1

iLm n

i i ik ik
i i m k

y xβ δ
−−

= = =

= +∑ ∑∑ d

1

, (8) 

где входные переменные 0 ,..., mx x −  являются коли-
чественными факторами, а качественные факторы 

,...,m nx x  представлены группами фиктивных пере-
менных , .  1 1,...,

ii iLd d − ,...,i m n=

При  задача построения и анализа зависи-
мости вида (2) соответствует задаче дисперсионно-
го анализа, а при  – задаче ковариационного 
анализа. Для оценивания коэффициентов 

0m =

0m >

iβ  и ikδ  
используются методы, изложенные в предыдущем 
разделе. 

3. Пример. Данные для примера (табл., рис.) 
взяты из [12, с. 301] и представляют собой вес (y)  
в фунтах и возраст в неделях для 13 индеек. Четыре 
из них выращены в штате Джорджия, четыре –  
в Виргинии и пять – в Висконсине. Попытаемся 
связать вес и возраст птицы простой линейной зави-
симостью и  выяснить, какое влияние на зависи-
мость оказывает место ее происхождения. Для учета 
влияния этого качественного фактора, принимаю-
щего значение на трех уровнях, введем две фиктив-
ные переменные d1 и d2, определив их значения. 
Конструируемая зависимость имеет вид: 

0 1 1 1 2 2y x d dβ β δ δ ε= + + + + .  (9) 
 

Данные об индейках 

Номер 
опыта

Вес, 
фунтов

(y) 

Воз-
раст, 
недель

(x) 

Место про-
исхождения d1 d2 

1 13,3 28 Джорджия 1 0 
2  8,9 20 Джорджия 1 0 
3 15,1 32 Джорджия 1 0 
4 10,4 22 Джорджия 1 0 
5 13,1 29 Виргиния 0 1 
6 12,4 27 Виргиния 0 1 
7 13,2 28 Виргиния 0 1 
8 11,8 26 Виргиния 0 1 
9 11,5 21 Висконсин 0 0 

10 14,2 27 Висконсин 0 0 
11 15,4 29 Висконсин 0 0 
12 13,1 23 Висконсин 0 0 
13 13,8 25 Висконсин 0 0 
 

 

 
 

Диаграмма рассеяния для данных об индейках 
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Отсутствующую в первоисточнике информацию 
о верхней границе абсолютного значения ошибки 
( ε ) измерения выходной переменной восполним, 
положив ее равной 1 фунту. Множество неопреде-
ленности в нашей задаче определяется неравенст-
вами вида 

0 1 1 1 2 2 ,  1,...,13j j j j jy x d d y jε β β δ δ ε− ≤ + + + ≤ + = , (10) 
где 1 2( , , , )j j j jy x d d  – данные из таблицы. 

Используя те же процедуры метода центра неоп-
ределенности, что и при решении задачи регресси-
онного анализа, получаем интервальные оценки 
параметров зависимости: 

0 [1,750;  5,570]β
∧

∈ , , 1 [0,350;  0, 450]β
∧

∈

1 [ 3,350; 0,850]δ
∧

∈ − − , . 2 [ 2,600; 0, 450]δ
∧

∈ − −
В качестве точечной оценки примем наиболее 

просто вычисляемый центр прямоугольника: 

0 3,750β
∧

= , , , . 1  0, 400β
∧

= 1 2,100δ
∧

= − 2 1,525δ
∧

= −
Однозначно отрицательные интервальные 

оценки коэффициентов 1δ , 2δ  при фиктивных пе-
ременных указывают на различия в индейках, пер-
вая – из Джорджии и Висконсина, а вторая – из 
Виргинии и Висконсина соответственно. Подстав-
ляя три различных набора значений фиктивных 
переменных (d1, d2) и используя точечные оценки  

параметров, получим зависимости, описываю-
щие характеристики птиц, выращенных на трех 
разных территориях: 

для Джорджии при 1 1d = , :  2 0d =

1,650 0,400y x
∧

= + : 

для Виргинии  при 1 0d = , :  2 1d =

2,225 0, 400y x
∧

= + ; 

для Висконсина при , :  1 0d = 2 0d =

3,750 0,400y x
∧

= + . 
Полученные результаты не противоречат ре-

зультатам обработки этих данных классическими 
методами регрессионного анализа [12]. 

Заключение. Таким образом, задачи учета 
влияния качественных факторов при построении и 
анализе зависимостей по экспериментальным дан-
ным, традиционно решаемые статистическими ме-
тодами дисперсионного и ковариационного анализа, 
могут быть с успехом решены и в рамках интер-
вального (нестатистического) подхода. Достоинст-
вами интервального подхода являются существенно 
более простая система условий применимости его 
методов и естественная для аналитиков-практиков 
форма представления информации о неопределен-
ности в данных. 
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