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�� �������	 
����� C ��D��� ��$���� 
�� �(��$E'�� "����(���!��� ������� $����� 
��! ��������*� ��%� F�G HI

∂��−φ�ρs

∂t J ∇ · KK� − φLρs �vsL M N,

∂�ρf φ�
∂t J ∇ · Kρfφ �vf L M N,

K�L

φK�vf − �vsL M −kφn

μ
K∇pf J ρf�gL, KL

∇ · �vs M −φm

ν
pe − φbβφ

dpe

dt
, K�L

ptot M p� − ρsgz M φpf J K� − φLpsO

pe M K� − φLKps − pf L.

KPL

��+����� � �D(���� K�x, tL ∈ QT M Q × KN, T LG
Q ∈ R��


����� ����()�� "������ ������ �%��&�� 
�� �������� ��������! ���"���� � ���"�$%�$ 
*�! ��#�����$���! %������! ������ R���)
ρf , ρs, �vs, �vf S �������������� ������&� %(���� 
��� � �"������ #�� Kf S ���"���)G s S ���� 
�&� �����T&LO φ S %��������)O �g M KN, N,−gL S
%(������) ������&U ��(O k S %����T������)G μ S
���������"�� ���"���) ���"���� O η, βφ, b,m S
������T���()�&� %�������& ����&G ptot M p� J
ρsgKH − x�L S �D'�� ���(���� K�������� #$�" 
T��L� R����� ��%����� � V!(����&U "���������U

�x M Kx�, x�, x�LG t K����(� ������� S �� *($D� 
�� H �� %����U����� ���(�G ��) x� ��%���(���
����UG ���� �������� %����U���� %�� x� > NLG
d
dt M ∂

∂t J �vs·�� �������� %(������) *����!
%����& ρs %���������� %��������!� ��"��&��
��(�E��� ��(����& φG ρf G vsG vf G pf �

C ���������� �($��� ������� K�LSKPL ���"�$ 
��G ��(� pf M pKρf L �(� ρf M const� C �D'��
�($��� " ������� K�LSKPL ��D��(����� $��������
��U������� ��%$()�� ������& W������� ����� 
T� S %������ ���"���)X F�H�

Y�"�()��� "(�������"�� �����+�����) ���� 
�� ��+� �(� ������& K�LSKPL � �($���G "�*��
ρf S #$�"T�� ���(����G � ��"�� �����+�����)
WT�(��X %� ������� %�� %���������� ρf ��"��� 
�& � ��D��� F�H�

Z��D������)E ������& K�LSKPL ��(����� �� 
�DU�������) �D��������� #������"�*� %���T� 
%� ��"���$�� �(� %��������� φ � %(������� ρf I
N < φ < �G N < ρf < ∞�

�� ����
����	 ������

���� Ǳ��������� ������� 
�(�� ������ 
���� ��������$E �����$ � $�(������I pf M
Rρf , R M const > N, p� M N, g M N� [������ $��� 
����! K�LSKPL %����� ���I

∂K� − φLρs

∂t
J

∂

∂x
KK� − φLvsρsL M N, K�L
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∂KρfφL

∂t
J

∂

∂x
Kρfφvf L M N, K\L

φKvf − vsL M −kφn

μ

∂pf

∂x
, K]L

∂vs

∂x
M −φm

η
pe − φbβφ

dpe

dt
, K^L

φpf J K� − φLps M NO pe M K� − φLKps − pf L. K_L


����� ������� ��%�(������ ����()�� 
"����&�� $�(������

vs |x��,x��M N, vf |x��,x��M N,

vs |t��M v�sKxL, vf |t��M v�f KxL,

φ |t��M φ�KxL, ρf |t��M ρ�KxL.

K�NL

���������� �� �(�������"�� ��+�����
������ K�LSK�NL ���&������ ����"$%����) #$�" 
T�! KφG vi, piG ρf LG i M f, sG φ ∈ C��αKQT LG
KviG piG ρf L ∈ C��α,��α/�KQT LG $���(������E'�U
$��������� K�LSK_L � ����()�&� � *������&�
$�(����� K�NL "�" ��%���&��&� � QT #$�"T���

C �($��� %���������� �������! %(�������
�����! #��& ������� $�������! K�LSK_L ��� 
������� ���"�$��! ��������()�� ���������&U
#$�"T�! φG viG piG ρf G i M f, s�

[#���$(��$�� ������&� ���$()���&�
�����
� �� Ǳ$��) ����&� ������ K�LSK�NL

%������E��� �(��$E'�� $�(����� *(��"����I
φ� ∈ C��αKQLG Kv�f , v�s , ρ�L ∈ C��αKQL, $�(�����

��*(��������I v�i |x��,x��M
dρ�

dx |x��,x��M NG �
��"�� $���(������E� ������������

N < m� ≤ φ�KxL ≤ M� < �,

N < m� ≤ ρ�KxL ≤ M� < ∞, x ∈ Q,

*�� m�G M�G m�G M� S �������&� %�(�����()�&�
%�������&��

��*�� ������ K�LSK�NL ����� "(�������"�� (� 
"�()��� ��+����G ���� �$'����$�� �������� t� �� 
"��G ���

φKx, tL ∈ C��αKQt�L, KviKx, tL, piKx, tL, ρf L ∈

∈ C��α,��α/�KQt�L, i M f, s.

a�(�� ��*� N < φKx, tL < �G ρf Kx, tL > N � Qt� �
���� �������	 �������
����� Ǳ�� �� 

"�����()���� ������& � $��D�� ��%�()�����) %� 
������&� Y�*����� FPO �G �� P]H�

����� ���������� %�������) ����"����E
�������� �����T bx M bxKτ, x, tLG "�" ��+���� �� 
���� ��+�

dbx

dτ
M vsKbx, tL, bx |τ�tM x.

c�� ��+���� �D(����� ���!������

bxKτ O N, tL M N, bxKτ O �, tL M �, bxKτ Ox, tL ∈ KN, �L,

∀τ ∈ FN, T H, x ∈ KN, �L.

���"� Kdx, tL M KbxKNOx, tL, tL S (�*������� "� 
�������� ���"� Kx, tL� ZD����&! %���U�� ��
Kdx, tL " Kx, tL I xKdx, tL M bxKt, dx, NL, tKdx, tL M t�

	�������� K�LSK_L � %�������&U Y�*�����
%������E� ���

∂

∂t

(
dρf

dφ

� − dφ

)
J dJ/K� − dφL

∂

∂dx
KdρdφKdvf − dvsLL M N,

∂K� − dφL

∂t
J K� − dφL dJ

∂dvs

∂dx
M N,

dφKdvs − dvf L M kKdφL

(
dJ
∂dpf

∂dx

)
,

dJ
∂dvs

∂dx
M −a�KdφLdpe − a�KdφL

∂dpe

∂t
,

*�� dJKdx, tL M ∂	x
∂x Kdx, tL S �"�D��� %���U��� �� %� 

������&U Kx, tL " Kdx, tL G kKφL M kφn/μ, a�KφL M
φm/ν, a�KφL M φbβφ�

Ǳ� �%����(���E %���������! %� ������� �
%�������&U Y�*����� �����

∂K� − dφL

∂t
M

∂K� − φL

∂t
J vs

∂K� − φL

∂x

�G �(�������()��G �� K�L �&�����

� − dφKx, tL M

M K� − φ�KbxKNOx, tLLL exp{−
t∫

�

∂vs

∂bx
KbxKτ Ox, tL, τLdτ}.

��� ���&� %��U���� " %�������(���E

∂bx

∂x
Kτ Ox, tL M exp{−

t∫
τ

∂vs

∂x
KbxKlOx, tL, lLdl}

Z�"$�� %�($����G ���

dJKdxKx, tL, tL M exp{−
t∫

�

∂vs

∂bx
KbxKτ Ox, tL, τLdτ}.

��"�� �D�����G �− dφKdx, tL M K�−φ�KdxLL dJKx, tL.

�(��G �%$�"�� W"�&+"�XG %�($���I

∂

∂t

(
ρf

φ

� − φ

)
J

�

� − φ�

∂

∂x
KρfφKvf − vsLL M N,

��



���������� � ��������

∂K� − φL

∂t
J

K� − φL�

� − φ�

∂vs

∂x
M N,

φKvs − vf L M kKφL

(
� − φ

� − φ�

∂pf

∂x

)
,

� − φ

� − φ�

∂vs

∂x
M −a�KφLpe − a�KφL

∂pe

∂t
.

��"���TG %���U��� �� Kdx, tL " ������&� %��� 
����&� Y�*����� Ky, tL %� %����($

K�− φ�KdxLLddx M dy, yKdxL M

	x∫
�

K�− φ�KηLLdη ∈ FN, �H

� #����()�� ������� y �� xG $���&���G ���
pe M −Rρf G %�($���I

∂

∂t

(
ρf

φ

� − φ

)
J

∂

∂x
KρfφKvf − vsLL M N,

∂K� − φL

∂t
J K� − φL�

∂vs

∂x
M N,

φKvs − vf L M kKφL

(
K� − φLR

∂ρf

∂x

)
,

K� − φL
∂vs

∂x
M a�KφLρf J a�KφL

∂ρf

∂t
.

��%�()�$� %����� � ����)� $�������� �����!
������&G %�($���I

∂

∂t

(
ρf

φ

� − φ

)
− ∂

∂x
KρfkKφL

(
K� − φLR

∂ρf

∂x

)
L M N.

�� �����*� $�������� ������& �(��$��G ���

∂vs

∂x
M − �

K� − φL�
∂K� − φL

∂t
.

Ǳ������(�� ∂vs

∂x � ���������G �&�����I

�

� − φ

∂φ

∂t
M a�KφLρf J a�KφL

∂ρf

∂t
.

��� ���&� %��U���� " �(��$E'�! ������
�(� #$�"T�! ρf , φI

∂

∂t

(
ρf

φ

� − φ

)
− ∂

∂x
KρfkKφL

(
K� − φLR

∂ρf

∂x

)
L M N,

�

� − φ

∂φ

∂t
M a�KφLRρf J a�KφLR

∂ρf

∂t
,

kKφLK� − φL
∂ρf

∂x
|x��,x��M N,

ρf |t��M ρ�KxL, φ |t��M φ�KxL.


�(�� �(� (ED�*� η ∈ KN, �H ���������� �(� 
�$E'$E ��%���*���()�$E �����$ AηI

∂

∂t

(
ρη

f

φη

� − φη

)
− ∂

∂x

(
ρη

fkKφηLK� − φηLR
∂ρη

f

∂x

)
M N,

�

� − φη

∂φη

∂t
M a�Kφ

ηLRρη
f J Ka�Kφ

ηL J ηLR
∂ρη

f

∂t
,

kKφηLK� − φηL
∂ρη

f

∂x
|x��,x��M N, ρη

f |t��M ρ�KxL,

φη |t��M φ�KxL


(� $��D���� ����"� η D$��� �������� �%$ 
'��� ��*�� $�������� �(� φ ����� %���������)
� ����

∂KGKφL − ρf L

∂t
M

a�KφL

a�KφL
ρf ,

GKφL M

φ∫
φ�

�

K� − sLRa�KsL
ds.

Ǳ��(� ����*��������� %� ������� %�($���

GKφL M ρf − ρ�KxL J

t∫
�

a�KφL

a�KφL
ρfdt.

Ǳ�(����

aKφL M
φ

� − φ
, bKφL M kKφLK� − φLR, dKφL M

a�KφL

a�KφL
.

[������ �(� ρf � φ %�������� ���I

∂

∂t
KaKφLρf L M

∂

∂x

(
bKφLρf

∂ρf

∂x

)
,

GKφL M ρf − ρ�KxL J

t∫
�

dKφLρfdt.

Ǳ�(�*�� ρKx, tL M ρf Kx, tL− ρ�KxLG %��U���� "
�(��$E'�! ������ �(� Kρ, φL

∂

∂t

(
aKφLKρ J ρ�L

)
M

∂

∂x

(
bKφLKρ J ρ�L

∂Kρ J ρ�L

∂x

)
,

K��L

GKφL M ρ J

t∫
�

dKφLKρ J ρ�Ldt, K�L

ρ |t��M kKφLK� − φL
∂ρ

∂x
|x��,x��M N, φ |t��M φ�KxL.

K��L
�����+�����) ������ K��LSK��L $������(��� 

���� � %���')E ������& ��U����� e�$���� �
��%�������! ���"�I ��(� V S "��%�"���� �&%$ 
"(�� ���"�$��� ��������� D���U��� %������� 
���� B � �%������ f ���D������ V � ��D� ��%�� 
�&��� � ����� BG �� �� V ������� ��%��������
���"� F\H�

��
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C "������� D���U��� %����������� �&D����
%����������� C��β,��β/�KQt�LG *�� β S (ED�� �� 
�(� �� �����"� KN, αLG α ∈ FN, �L� Ǳ�(����

V M {KbφKx, tL, bρKx, tLL ∈ C��α,��α/�KQt�L|

bρ |t��M ∂bρ

∂x
|x��,x��M N, bφ |t��M φ�KxL,

N <
m�


− ρ�KxL ≤ bρKx, tL ≤ M� − ρ�KxL < ∞,

N <
m�


≤ bφKx, tL ≤ M� J �


< �, Kx, tL ∈ Qt� .

K|bφ|��α,���α�/�,Qt�
, |bρ|��α,���α�/�,Qt�

L ≤ K�,

K|bφ|��α,���α�/�,Qt�
, |bρ|��α,���α�/�,Qt�

L ≤ K� J K�},
*�� K� S %������()��� %�(�����()��� %������ 
���G � %�(�����()��� %��������� K� D$��� $"� 
���� %�����

Ǳ������� �%������ fG ���D����E'�! V �
V � Ǳ$��) bφ, bρ ∈ V � ��%�()�$� K��LG �%����(��
#$�"T�E ρKx, tL "�" ��+���� ������ K����) � �� 
(�� %���%�(�*�����G ��� ����()�&� � *������&�
$�(���� ��*(������&LI

∂

∂t

(
aKbφLKρ J ρ�L

)
M

∂

∂x

(
bKbφLKbρ J ρ�L

∂Kρ J ρ�L

∂x

)
,

K�PL

ρ |t��M ∂ρf

∂x
|x��,x��M N.

	�������� �(� ρKx, tL ��(����� ����������
%���D�(����"��� [ $����� ���!��� bφKx, tL �
ρ�KxL ������ K�PL ����� "(�������"�� ��+����
F]H� ����� ��*�G ����� �(��$E'$E �T��"$I

| �

aKbφL

∂aKbφL

∂t
| ≤ C�Km�,M�,K�,K�L.

Ǳ�� ��%�(����()��� $�(���� ��(���� �� �� 
(����$ �������(� ������� �%�����(��� �(��$E 
'�� $�����������

��

� �� Ǳ�� ��(&U t� ≤ t�, t� M
ln/C�Km�,M�,K�,K�L "(�������"�� ��+����
������ K�PL $���(�������� � Qt� ����������$
N < m�

� ≤ ρKx, tL J ρ�KxL ≤ M� < ∞�
�������������� Ǳ�(�*�� UKx, tL M

ρKx, tL J ρ�KxLG U�Kx, tL M bρKx, tL J ρ�KxLG �����$
K�PL %��������� � ����

∂
∂t KaKbφLUL M ∂

∂x KbKbφLU�
∂U
∂x L,

∂U
∂x |x��,x��M N, U |t��M ρ�KxL.

K��L

[����(� %�"����G ��� UKx, tL ≥ NG Kx, tL ∈
Qt� � C $�������� K��L ���(��� �����$ UKx, tL M
−zKx, tL� ��*��

z
∂a

∂t
J a

∂z

∂t
M

∂

∂x
KbU�

∂z

∂t
L.

Ǳ�(����

z���Kx, tL M 4?@{z, N},

z���Kx, tL |t��M 4?@{−ρ�, N} M N,

σεKx, tL M z���Kx, tLK|z���Kx, tL|� J εL−�/�, ε > N.

	�������� �(� #$�"T�� z $������ �� σε �
���$()��� %������*���$�� %� Q� Ǳ�($��� �� 
�������

d
dt

�∫
�

aK|z���|� J εL�/�dx J

�∫
�

∂a

∂t
Kzσε − K|z���|�J

JεL�/�Ldx J ε

�∫
�

ρ�b
∂z

∂x

∂z���

∂x
K|z���|� J εL−�/�dx M N.

K�\L

Ǳ�(����

A�KtL M {x ∈ Q| zKx, tL > N},

A−KtL M {x ∈ Q| zKx, tL ≤ N}.
��*��

�∫
�

∂a

∂t
Kzσε − K|z���|� J εL�/�Ldx M

M −ε

∫
A��t�

∂a

∂t
K|z|� J εL−�/�dx − ε�/�

∫
A−�t�

∂a

∂t
dx,

�∫
�

aK|z���|� J εL�/�dx M

∫
A��t�

aK|z|� J εL�/�dxJ

Jε�/�

∫
A−�t�

adx,

�∫
�

aK|z���|� J εL�/� |t�� dx M ε�/�

�∫
�

a |t�� dx,

∫
A��t�

aK|z|� J εL�/�dx ≥
∫

A��t�

a|z|dx M

�∫
�

az���dx.

Ǳ������*������� ��������� K�\L %� �������G
%�($���

�∫
�

aK|z|� J εL�/�dx J ε�/�

�∫
�

adxJ

��



���������� � ��������

Jε

t∫
�

∫
A��τ�

ρ�b|∂z���

∂x
|�dxdτ M

M ε

t∫
�

∫
A��τ�

∂a

∂τ
K|z|� J εL−�/�dxdτJ

Jε�/�

∫
A−�τ�

∂a

∂τ
dxdτ J ε�/�

�∫
�

a |t�� dx.

[(�������()��G

478
�≤x≤�

a

�∫
�

z���dx ≤
�∫

�

az���dx ≤ ε�/�

∫
A−�t�

adxJ

Jε�/�

t∫
�

�∫
�

|∂a

∂τ
|dxdτ J ε�/�

�∫
�

a |t�� dx.

Ǳ���U��� " %����($ %�� ε → N %�($���G ���
z��� M N G ���� U ≥ N�

	�������� K��LG %��(� $�������� ��
U l−�Kx, tL, l > G ����� %���������) � ����I

�

l

∂KaU lL

∂t
J Kl − �LbU�U

l−�K
∂ρ

∂x
L� J

l − �

l
U l ∂a

∂t
M

M
∂

∂x
KbU�U

l−� ∂U

∂x
L.

��*��

�

l

d

dt

�∫
�

aU ldx ≤ l − �

l
4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|

�∫
�

aU ldx.

[(�������()��G

y′KtL ≤ l − �

l
4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|yKtL,

ylKtL M

�∫
�

Ka�/lρLldx,

yKtL ≤ yKNL .@/{ l − �

l

t∫
�

4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|dτ}.

Ǳ��(� %����()��*� %���U��� %�� l → ∞G %� 
($���

4?@
�≤x≤�

UKx, tL ≤ 4?@
�≤x≤�

ρ�KxL .@/{
t∫

�

4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|dτ}.

	���&���G ��� 4?@
�≤x≤�

ρ�KxL ≤ M�G � �&D����

t �� $�(���� t ≤ t�G .@/{
t�∫
�

4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|dτ} ≤  G

%��U���� " $���������E (���& �D �T��"� ���� 
U$� 
(� %�($����� �T��"� ����$ $�������� K��L
%��������� � ���� KzKx, tL M �/UKx, tLL

�

l

∂KazlL

∂t
J Kl J �LbU�z

l−�K
∂z

∂x
L� − l J �

l
zl ∂a

∂t
M

M
∂

∂x
KbU�z

l−� ∂z

∂x
L.

Z�"$�� �����(� %�($��� �����������

�

l

d

dt

�∫
�

azldx ≤ l J �

l
4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|

�∫
�

azldx,

� ����� � �T��"$

4?@
�≤x≤�

�

UKx, tL
≤

≤ 4?@
�≤x≤�

�

ρ�KxL
.@/{

t∫
�

4?@
�≤x≤�

|�
a

∂a

∂t
|dτ} ≤ 

m�
.

Y���� � ��"������

�(��G ��%�()�$� +�$������"�� �T��"�G %� 

"����G ��� #$�"T�� ρ �D(����� ��! �� *(��"� 
��)EG ��� � #$�"T�� bρ� 
(� V��*� $��������
K�PL %��������� � ����I

∂ρ
∂t M b�
φ��
ρ�ρ��

a�
φ�
∂�ρ
∂x� J �

a�
φ�
∂b�
φ��
ρ�ρ��

∂x
∂ρ
∂x−

− �
a�
φ�

∂a�
φ�
∂x ρ J �

a�
φ�
∂
∂x

(
bKbφLKbρJ

Jρ�L∂ρ�

∂x − �
a�
φ�

∂a�
φ�φ�

∂x ,

K�]L

*�� V((�%�����"�! �%������ L ����� ���

L M
bKbφLKbρ J ρ�L

aKbφL

∂�ρ

∂x�
J

�

aKbφL

∂bKbφLKbρ J ρ�L

∂x

∂ρ

∂x
−

− �

aKbφL

∂aKbφL

∂x
ρ,

� %����� ����) f �����

f M
�

aKbφL

∂

∂x

(
bKbφLKbρ J ρ�L

∂ρ�

∂x

)
− �

aKbφL

∂aKbφLφ�

∂x
.

Ǳ��"�()"$ bφ, bρ, ρ� ∈ C��α,��α/�KQt�LG �� "� 
V##�T����& �%������� L � %����� ����) f ���)
#$�"T�� "(���� Cα,α/�KQt�L�

��



������ � ��	
��		 
	������ 
	����	 � ������	������ ���	��� ����

��*�� %�($����G ��� F�H

|ρ|��α,��α/�,Qt�
≤ C�

(
|ρ�|��α,� J |bφ|α,α/�,Qt�

)
,

*�� %��������� C� ������� ��()"� �� "�V##�T� 
����� �%������� L�

C&D���� %�������$E K� ��"�� �D�����G ��� 
D& �&%�(��(��) ����������� |ρ|��α,��α/�,Qt�

≤
K� J K��

����� ��*�G �� $�������� K�]L %��(� ���� 
*��������� %� ������� �� N �� A %�($���G ���
|ρKx, tL| ≤ | ∫ t

�
KLKρL J fLdt| ≤ C�t : ��"�����! %� 

�������! %��������! C�G ������'�! �� K�,K�.
Ǳ��(� V��*�G ��%�()�$� �����%�(�T������

����������� �����D��*� g�()���� F�G �� ��HG %� 
($���

|ρ|��α,���α�/�,Qt�
≤ C�|ρ|c��α,��α/�,Qt�

|ρ|�−c
�,Qt�

,

c M K� J αLK J αL−�.

��"�� �D�����G �(� ���U t ≤ t�KK�,K�L �%�� 
���(��� �T��"�I

|ρ|��α,���α�/�,Qt�
≤ C�KC�KK� J K�LL

cKt�L
�−c

� �&D���� t� ��"G ���D&

|ρ|��α,���α�/�,Qt�
≤ K�.

��

� �� C $�(����U ������& � �(�
��+���� ������ K�PL �&%�(���� �����������
4?@
�≤x≤�

|ρf − ρ�| ≤ C�tG *�� C� ������� ��

m�,M�,K�,K��
�������������� 	�������� K�PL %������ 

��� � ����

a
∂ρ

∂t
J ρ

∂a

∂t
J ρ�

∂a

∂t
M

∂

∂x

(
bKbρ J ρ�L

∂ρ

∂x

)
J

J
∂

∂x

(
bKbρ J ρ�L

∂ρ�

∂x

)

	������ V�� $�������� �� ρ�l−�, l > � � %� 
($������ ��������� %������*���$�� %� xI

�

l

d

dt

�∫
�

ρ�ladxJ

�∫
�

bKl−�LKbρJρ�Lρ�l−�K
∂ρ

∂x
L�dx M

M

�∫
�

l − �

l
ρ�l ∂a

∂t
dx−

�∫
�

bKbρJρ�L

(
∂ρ

∂x

)�l−�
∂ρ�

∂x
dx.

Ǳ��(� ��"����&U %���D��������! �&�����
�����������

�

l

d

dt

�∫
�

ρ�ladx ≤ l − �

l
4?@
�≤x≤�

∣∣∣∣�a ∂a

∂t

∣∣∣∣
�∫

�

ρ�ladxJ

J

�∫
�

∣∣∣∣bKbρ J ρ�L
∂ρ�

∂x

∣∣∣∣
�

ρ�l−�dx.

ZD������� %��(����� �(�*����� �� I� �����

I ≤ 4?@
�≤x≤�

K�/aL�/�l

⎛
⎝ �∫

�

aρ�ldx

⎞
⎠

�l−��/l

·

·
(∣∣∣∣bKbρ J ρ�L

∂ρ�

∂x

∣∣∣∣
�l

)�/l

.

Ǳ�(���� y� M

�∫
�

Kaρ�lL�/ldx � ��*��

y�l−�y
′ ≤ l − �

l
4?@

�x,t�∈Qt

∣∣∣∣�a ∂a

∂t

∣∣∣∣ y�l J Cy
�l−�,

*�� C M const�

Ǳ���D�����&��� V�� �����������G %�($���

w ≤ C�
�

A
KeAt − �L,

*�� C� M C/, w M y�G A M �l−�
l 4?@

�x,t�∈Qt

∣∣ �
a

∂a
∂t

∣∣�
R������G ��� ����� ����� ��������� ���� 

�������

eAt − � ≤ C�t,

*�� C� M AeAT.�

Ǳ�V���$ %���U��� " %����($ %� l −→ ∞ �
����������� �(� ωG %�($���

4?@
�≤x≤�

|ρf − ρ�| ≤ C�t.

Y����  ��"������

	�������� #������"�! %���T�% ��"���$��
�(� φ� ��%�()�$� ��!������ ρ � bφG ��!��� #$�" 
T�E φKx, tL "�" ��+���� ������I

GKφL M ρ J

∫ t

�

a�KbφL

a�KbφL
Kρ J ρ�Ldt. K�^L

R������G ��� �$'����$�� %��������� C�G
������'�� �� m�,M�,M�,K�,K�G ��"��G ���
|GKφL| ≤ C�t�

��

� �� Ǳ�� t� ≤ 478Kt�, t�L, t� M
478{ �

�C�
, m�

�C�
, �−M�

�C�
}, C� M C�K� − m�LKRβφ J �L

"(�������"�� ��+���� ������ K�^L $���(������ 
�� � Qt� ����������$ N < m�

� ≤ φ ≤ M���
� < ��


�"�����()���� �&��"��� �� %�������(����
K�^L � ���!��� #$�"T�� GKφL�

��



���������� � ��������


�##����T��()�&� ���!���� φG �U���'�� �
�%����(���� %����������� V G �(��$E� �� %��� 
����(���� K�^L�

��"�� �D�����G �%������ f ���D������ ��� 
������ V � ��D� %�� ���������� ��(&U t�

	�������� ��%���&�����) �%������� f �
*�()������"�U �����U�

Ǳ$��) ρ�, ρ�, φ�, φ�, bρ�, bρ�, bφ�, bφ� S %�%����
���(���&�G �� D(��"�� � *�()������"�U �����U
�������� �������������� #$�"T�! ρ, φ, bρ, bφ�

���������� $�������� K�PL �(� %�%���� ��� 
(���&U #$�"T�! � ����"���� � �  Ki M �, LI

∂

∂t

(
aKbφiLKρi J ρ�L

)
M

M
∂

∂x

(
bKbφiLKbρi J ρ�L

∂Kρi J ρ�L

∂x

)
,

Ǳ�(���� ρ M ρ� − ρ�, φ M φ� − φ�, bρ M
bρ� − bρ�, bφ M bφ� − bφ�� h$�"T�� ρ � φ $���(� 
�����E� $�������E

∂

∂t

(
aKbφ�LKρ� J ρ�L − aKbφ�LKρ� J ρ�L

)
M

M
∂

∂x

(
bKbφ�LKbρ� J ρ�L

∂Kρ� J ρ�L

∂x
−

−bKbφ�LKbρ� J ρ�L
∂Kρ� J ρ�L

∂x
.

i��D& ���%�()�����)�� +�$������"���
�T��"���G %��������� V�� $�������� � ����I

∂ρ

∂t
M L�ρ J F�,

∂ρ

∂x
|x��,x�� M N, ρ|t�� M N,

*�� L� S V((�%�����"�! �%������

L�ρ M
bKbφLKbρ� J ρ�L

aKbφL

∂�ρ

∂x�
J

�

aKbφ�L

∂bKbφ�LKbρ� J ρ�L

∂x
ρ,

� F� S %����� ����)

F� M
�

aKbφ�L

∂Kρ� J ρ�LKaKbφ�L − aKbφ�LL

∂t
J

J
∂

∂x

(
∂Kρ� J ρ�L

∂x

(
bKbφ�Lbρ J bρ�KbKbφ�L − bKbφ�LLJ

Jρ�KbKbφ�L − bKbφ�LL.

��%�()�$� +�$������"�� �T��"�G %�($���I

|ρ|��α,��α/�,Qt�
≤ C�K|bφ|��α,��α/�,Qt�

J

|bρ|��α,��α/�,Qt�
L.

K�_L


(� GKφL �����I

GKφiL M ρi J

∫ t

�

a�KbφiL

a�KbφiL
Kρi J ρ�Ldt.

���������� �������)I

GKφ�L−GKφ�L M ρJ

∫ t

�

a�Kbφ�L

a�Kbφ�L
Kρ�Jρ�L−a�Kbφ�L

a�Kbφ�L
Kρ�J

Jρ�Ldt M ρ J

∫ t

�

a�Kbφ�L

a�Kbφ�L
ρJ

JKρ� J ρ�L

(
a�Kbφ�L

a�Kbφ�L
− a�Kbφ�L

a�Kbφ�L

)
dt.

��*��

|GKφ�L − GKφ�L| ≤

≤ C�Km�,M�,M�,K�LK|bρ|��α,��α/�,Qt�
J

J|bφ|��α,��α/�,Qt�
L.

KNL

Z��E�� � ��($ ��%���&������ GKφL ���(� 
*����� ����������� ����� �(� φ� − φ��

ZT��"� K�_LG KNL *�������$E� ��%���&� 
����) �%��������

��"�� �D�����G �%������ f �D(����� �(� 
�$E'��� ���!������I ���D������ "��%�"����
�&%$"(�� ���"�$��� ��������� D���U��� %�� 
��������� � ��D� ��%���&��� � ����� V��*� %�� 
���������� [(�������()��G �� V ������� ��%� 
������� ���"�G ���� �(� (ED�*� η > N �$'����$ 
�� ��+���� Kφη, ρηL.

C ��($ (���& � ����� ����������� m�

� ≤
φη ≤ M���

� G %�V���$ #$�"T�� a�Kφ
ηL J η >(

m�

�

)β
βφ ���������� %� η� ��*�� �� ����� 

���� K�^L K%��(� ��##����T�������� %� ����� 
��L �(��$�� ����������� %� η �*�����������)
%���������! φη

t � Ǳ��(� V��*� ����� ��$'� 
�����) %����()�&! %���U�� � ������ Aη � %� 
($���) $���������� ������& ��

���� ��������������

�����
� �� Ǳ$��) a� M N. ��*�� "(������ 
�"�� ��+���� ������ K�LSK�NL ������������

�������������� Ǳ$��) �$'����$E� ���
���(���&U ��+���� ������ ρf i, φi, i M �,  K�LS
K_L� ZD������� �������) ��$U ���(���&U ��+� 
��! ρ M ρf �−ρf �, φ M φ�−φ�� [ $����� K��LG K�L
V�� #$�"T�� $���(������E� �(��$E'�� $����� 
����

∂

∂t
KA�ρ J A�φL M

∂

∂x

(
B�

∂ρ

∂x
J B�ρ J B�φ

)
,

K�L

��
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	������ 
	����	 � ������	������ ���	��� ����

ρ M D�φ,

*��

A� M aKφ�L, A� M 
ρ�

φ� − φ�
KaKφ�L − aKφ�LL,

B� M bKφ�L
∂Kρ� J ρ�L

∂x
,

B� M

(
∂ρ�
∂x

)�
bKφ�L − bKφ�L

φ� − φ�
,

B� M bKφ�LKρ� J ρ�L, D� M KGKφ�L − GKφ�LL/φ.

	�������� K�L $������ �� #$�"T�E
F G �D(���E'$E ���!������ F Kx, T L M NG
∂F
∂x |x��,x�� M N� Ǳ��(� ��"����&U %���D���� 
����! %�($���

∫
Qt

φ

(
KA�D� J A�L

∂F

∂t
− KB�D� J B�L

∂F

∂x
J

JB�D�
∂�F

∂x�
dxdt M N.


(� F ��������������� ������

KA�D� J A�L
∂F

∂t
− KB�D� J B�L

∂F

∂x
J

JB�D�
∂�F

∂x�
M h,

F Kx, T L M N,
∂F

∂x
|x��,x�� M N

*�� hKx, tL ∈ Cα,α/�KQT L S %������()��� ��%�� 
�&���� #$�"T��G KB�D� J B�L > N, KA�D� J
JA�L > N�


����� ������ �����+��� F]H �G �(�������() 
��G φ M NG ρ M N� �������  ��"������

����� ��!������" ������
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