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�� ������	
�� ���	��� Ǳ,&�) X M
����%��� ���1�&�!�� 
�( �����!��)��'� A ⊂
X %���� |A| �,��� �����"%"�) ����%�&�!� �'�
+�������!� ��"&& A ������1�&�! X �"��!��
��"&���� � �"��������� �&�� �"1��� x ∈ X
(!�(��&( +�������� ��������'� ���1�&�!" Ax ∈
A � !&� ���1�&�!"� �� ����� * &�&���� A�
���"��� ���N#���� � ����

O∀A,B ∈ AP OA �Q BP⇒ OA ∩ B Q ∅P.


�( �!,* ��"&���� * �"������� A,B ����'�
� ��'� 1� ���1�&�!" X �� n +�������!
���������

dOA,BP Q
∑
x∈X

|AxRBx|,

'�� ARB Q OA ∪ BP \ OA ∩ BP M &�������%�&�"(
�"���&�) ���1�&�!� ����,��� ���"�"�)�
%�� !!�����"( !���%��" ����&�"!�(�� &����
������, �" �"���� !&�!����1� * ��"&���� *
�"������� X�

Ǳ,&�) A Q {A�, ...Ak}, B Q {B�, ..., Bm}.
S!���� �����"%���(

∩i,j Q |Ai ∩ Bj |, ∪i,j Q |Ai ∪ Bj |,

i Q �, ..., k, j Q �, ...,m.

���	��� ��

dOA,BP Q
k∑

i��

m∑
j��

∩i,j O∪i,j − ∩i,jP . O�P

��������������� 
�( �"1��'� x ∈ Ai ∩ Bj

&��"!����!� |AxRBx| Q ∪i,j − ∩i,j � ��+���,
��&�"��%�� ! ����������� ������� ��N������)
����"��! � �� !���%��� &�"'"�� ��

Ǳ����� � ��( �������( ! %�&����� ��
.���,�� O�P ��1�� ��"�"�)&( ��� ."��� %��
���1�&�!" Ai ∩ Bj � i Q �, ...k, j Q �, ...,m
�"�1� ���"�,#� ��"&������ �"�������� ���,�"
���,%"��

k∑
i��

m∑
j��

∩i,j Q n,

O∀i, jP

m∑
j��

∩i,j Q |Ai|,
k∑

i��

∩i,j Q |Bj |.

�����"%�� +������ ���1�&�!" X %����
x�, ..., xn� " �!" �"������ �"���%� * O��%���
&����1"��� +��'� ������" �,��� (&�� %,�)
��1�P �'� ��"&���� * �"��!����( &���,#-��
���"���T

X Q {{x�}, ..., {xn}}, X Q {{x�, ..., xn}} Q {X}.
U"������(A,B �,��� �"� !"�) &�!�"�"#-�V

�� O�"!� ��P� �&�� O∀A ∈ APO∃B ∈ BP A Q B.
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��������� ������	� X ���	����	�

����	���	�

dOA,BP ≤ nOn − �P, O�P

������ ��	���	� ��������� ����� � ������

������ ����� ���� �� ��������� �	������  X �

� ��
���  X�

��������������� �&�� ∩i,j �Q W� ���
�%�!����� ∪i,j −∩i,j ≤ n−�� Ǳ�� +��� �"!��&�!�
���&) ��&��'"��&( ��'�" � ���)�� ��'�"� ��'�"

∪i,j Q n, ∩i,j Q �. OXP

�������� %�� �&�� OXP ��( �"��*V�� i, j
! �������� ��

O∃x ∈ XP Ai ∩ Bj Q {x}, Ai ∪ Bj Q X.

�����) �� O�P ���,%"��

dOA,BP ≤ On − �P
k∑

i��

m∑
j��

∩i,j Q On − �Pn.

���"!��&�!� O�P ���"�"��� Y"������ %�� �&��
*��( � ��( ����� �"� �����&�! i, j �"���� %��
∩i,j �Q W� ,&��!�� OXP �"�,$"��&(� �� ���"!��&�!�
O�P &�"��!��&( &���'���

Ǳ��!���" ��'�� %�� ! O�P ��&��'"��&(
�"!��&�!�� �&�� A Q X ,B Q X ��� �"�������
���!�"�)�"� ���"���� �,&�) �"!��&�!�
��&��'�,��� ���� OXP ! ������� ��( !&�* i, j
�"��*� %�� ∩i,j �Q W� Ǳ�������1��� %��
! �"������(* A,B �"$��&) *��( � �� �!"
���1�&�!" OA�, A� � B�, B� &���!��&�!���� M
+�� ���"%"��� %�� �� ���� �� �"������� �� �"!��
XP� ���%�� ���1�&�!" A�, B� &����1"� �����
%�� �� �����, +������,� Ǳ�&������ ,&��!��
+�!�!"������ ���,� %�� �� ���� �� �"������� ��
&�!�"�"�� & X�

��
��� �� Ǳ,&�) A� ∩ B� �Q ∅� ��'�" +��
����&�%���� &�&���� �� ����&�!����'� +������"
x � A� ∪ B� Q X� ���,�" B� ⊂ A� \ {x}�
Ǳ�&���)�, A� �� ����+��������� ��"%�� A� ∩
B� �Q ∅� ���� A� ∪ B� Q X &�'�"&�� OXP� ��
B� ∩ B� Q ∅� ���,�" &���,��� %�� B� Q {x}�
Ǳ����!���%���

��
���  � A� ∩ B� Q ∅� Z�� �'�"��%���(
��-��&�� ��1�� &%��"�)� %�� !&� +������ B�
���#-�� ���,&� � ����&�%���( & A� O" �"���
�&�)P� ����+������� � Ǳ,&�) B� Q {z} �"���
���1�&�!�� ��'�" B� ⊂ A� � & ,%���� OXP
���,%"��

A� ∪ B� Q A� Q X ⇒ A Q X,

��� &�&���� ��$) �� ����'� +������"� S��!)
�����!���%���

�&�� A Q X � �"!��&�!� ! O�P ��&��'�,��� ��
! ��������1����� %�� Ai ∩ Bj �Q ∅� ����������
���,%"��&( Ai ∪ Bj Q Bj � �� �&�) �� OXP Bj Q X�
���,�" B Q X� �&�� 1� A Q X� �� ���
�����!��)� * i, j &��"!����!� Ai ∩ Bj Q Bj �
S��!) �&���)�,( OXP� ���*���� � ! !��,� %��
!&� Bj ����+������� � ���� B Q X� ������"
���"�"�"�

�&��! !"(&) �" ���"�"���� �������� ��1��
!!�&�� ��+..�/���� ��"&���� * �"���%��T

KOA,BP Q dOA,BP
nOn − �P .

�� ������"�� ��"%���( ��1�, W � �� �� %��
���)$� �� �� !���%���� ��� ����� ��*�1���
��,' �" ��,'" (!�(#�&( ��"&���� � �"������(�

�� �	���� ������ 	������ �����

��

���	�� Ǳ�� ��� ��� ! %�&�(�) ��"%���(
!!������� ������� �� .���,�� O�P �" ��"�����
&�"�, !�����"#� ��"%����)� � ��,���&���
Ǳ�����1�� ��,'�� &��&�� ! %�&����( d�

����� �� Ǳ
�� ��� �����	������ i, j

Ti,j Q
∑
r ��j

∩i,r [
∑
s ��i

∩s,j .

"���� ����� ���� #���
��

dOA,BP Q
k∑

i��

m∑
j��

∩i,jTi,j . O\P

��������������� ]���,�" O\P ����������
&���,�� �� O�P� �&�� �"�����)� %��

∪i,j Q

m∑
r��

∩i,r [

k∑
s��

∩s,j − ∩i,j

��( i Q �, ..., k, j Q �, ...,m�

�� +��� ���� ! ���"�� &���,#-��
&��&�� ! %�&����( �"&&�"���!"���� ��������
Ǳ���&��� !&� %�&�" ∩i,j ! �"���/, P
�"������&�� k×m� ��'�" Ti,j M &,��" +�������!
+��� �"���/ � ���"�,#-�* ���&�����"��,#
.�',�, & /������ Oi, jP ��� /����"�)��'�
+������"� S %�&�(( !&� �"��� &,�� �
����-"( �* ! ��!,# �"���/, T � ����,���
�"!��$��) ! %�&����( �� .���,�� O\P� ^���
&��&�� ! %�&����( ����&�"!�(��&( �����
"�'������%� �� %�� �&���)��!"��� .���,� 
O�P �� ��� ������ ����������( dOA,BP�

����� �� Ǳ
�� ��������� B ���
����

�� ��������� A ������$����� ������ %�������

��



���������� � ��������

�� ������	� Ar, |Ar| Q nr 	 ������	�

As, |As| Q ns, r �Q s� "����

dOA,BP Q �Onr [ ns − �P.
��������������� Ǳ��(���� %��

∩r,r Q nr − �, ∩r,s Q �, ∩s,r Q W, ∩s,s Q ns,

Tr,r Q �, Tr,s Q Ts,r Q nr [ ns − �, Ts,s Q �,

" �&�� *��( � ���� �� i, j �� ���"�"�� !
���1�&�!� {r, s}� �� ∩i,jTi,j Q W� 	�!��1�����
���� ���������� &���,�� �� .���,� O\P�

�� � 	������
� ��!�� k"	����"

��� S ������� * "�'�����"* ��"&�����'�
"�"���" O�"������� ! ������ kV&�����*P ��',�
�����(�)&( ��$) &�&�"! ��"&����!� " %�&��
���!��"%"�)�� �"�"�� * ��"&����! �� ��1��
���(�)&(� U"&&������ +��� &�,%"� ����������
Y".��&��,�� �"�,�"�)��� %�&�� k� ���)$�� n�
��"&������ �"������� A �,��� �"� !"�)
kV�"��������� �&�� ��� &�&���� �� k ���1�&�!�

Ǳ,&�) A,B M �!" kV�"������(� 
�( .��&���V
!"���'� q ∈ {�, ..., n} %���� B�

q �����"%�� �"���
��* Bj ∈ B� ��( ����� * ∩q,j �Q W�

����� �� ��� �����	������� q ���	����	�

B�
q �Q ∅� &�� ��� ������ q �����

B�
q ����%��������� �� k'��������� A,B

�	�������

��������������� Ǳ��!�� ,�!��1����� M
���!�"�)��� &���&�!�� ������������ Ǳ,&�)

O∀qP O∃pOqPP B�
q Q {Bp�q�}.

^�� ���"%"��� %��

O∀q Q �, .., kP Aq ⊂ Bp�q�. O�P

�&�� � �!,� �"�� � q &���!��&�!�!"��
� ���� � �� 1� p� �� ! &��, &�!�"����(
����%�&�! ���1�&�! ! �"������(* �"���,V��
���1�&�!, Bs �� &���!��&�!�!"�� � �� ����'�
q� ���� �� ���� �� Aq ∈ A �� �����
� & Bs ��-�* +�������!� %�� �����!���%��
����������# ��"&�����'� �"������(�

�&�� � *��( � ��� ����� q �"$��&( �"���V
�� +������ x ∈ Bp�q� \ Aq� ��� ��&���)�, ���
p �Q pOqP &��"!����!� Bp ∩ Bp�q� Q ∅� �� �� O�P
���,%"��&) � � %��

∪k
i��Ai ⊂ ∪i��qBp�i� ∪ Aq ⊂ X \ {x},

%�� !��!) ��!����1��� ��"�� ���"�"��� %��
O∀qPO∃pP Aq Q Bp� " +�� ���"%"��� %�� A Q B�
_���" ���"�"�"�

���	��� �� Ǳ
�� A ( k'��������� X�

"���� ������)�� � ���
 	 ���� d k'���'
������� �� �	�����$��  ���� ���
�����

����������� ������ x ∈ X �� ����������

%������� A ∈ A 	 ��
��� ��� %�������

��������������� Ǳ,&�) B� M �����!��)���
kV�"������� X� ����%��� �� A� S ����� �"���
Aq ∈ A� %�� �"��� B�

q *��( � �!,*+���������
`���� !&�* +�������! +��'� �"���" Bp �"����
�"��� Br� %�� ∩q,r �"����)$��� Ǳ,&�) Bp M
��,'�� +������ +��'� �"���" � x ∈ Aq ∩ Bp�
S &��, &���"���'� ! ���"

W < ∩q,p ≤ ∩q,r,
∑
i��q

∩i,r ≤
∑
i��q

∩i,p. OaP

Ǳ�����&�� x �� Bp ! Br� ��!�� ��"&������
�"������� �����"%�� %���� B�� Ǳ,&�) di Q
dOA,BiP, i Q W, �. S&� !���%�� � ,%"&�!,#-�� !
.���,�� O�P ��� ! %�&����� di� �,��� ����%"�)
!��*��� �����&�� i�

Y"������ %�� ��� ����*��� �� ! %�&����( d�
� d� �����(#�&( ,�"�"�� � ��1� ���"��� ��$)
&���,#-�� !���%�� T

∪�i,r Q ∪�i,r [ �, ∪�i,p Q ∪�i,p − �, i �Q q,

∩�q,p Q ∩�q,p − �, ∩�q,r [ �.

��&#�" ���������� ! ���"��� %��

d� Q d� −
∑

i��q ∩�i,p [
∑

i��q ∩�i,r − ∪�q,p [ ∩�q,p[

[ ∪�q,r −� Q d� [ �
(∑

i��q ∩�i,r −
∑

i��q ∩�i,p
)
[

[ ∩�q,p − ∩�q,r −�.

�� ,&��!�� OaP ���,%"��

d� ≤ d� − � < d�,

���� �"������� B� ���1� � A� %�� B�� Z,���
��!���(�) ���!������� �"&&,1������ �"���(( !
��� �"������� B� �" B�, B�, ... S &��, ����%��&��
!&�* �"&&�"���!"�� * ��N����! ���/�&& �"��
��� ������ �&�"��!��&(� ���%�� ����������
+�� ��'�"� ��'�" �� ��( ����'� q � ��
&��1�� �"��� �!,* �"���%� * +�������! ! B�

q �
%��� &�'�"&�� ����� X� ��1�� ��������� ��$)
! &�,%"� Bj Q A� ��'�" �"������� Bj−�
�"&����1��� �� A �� �"�)$� �"%"�)��'� B�
� ����%"��&( �� A ��$) ����1����� ����'�
+������" x� S &��, �����!��)��&�� kV�"������(
B� ������" ���"�"�"�

�� ������ X � ���� � &���,��
���	��� #� *��������� ������	��

���	���$�� k'��������� A� �� 	���������

�������	 �� %�������	 � �����
���
�� �� 	

%��� �������� Ǳ
�� j ( �������)�� �����

������	�  ����� %�������	 nj ≥ �� &��

��



���� ���	
���� ��
���� � �	
������	
� ���	
����� ������
���

j Q �� �� ������)�� 	 ���� ������� d � A
k'���������� �� �	�����$��  ���� 
������ ��

���� �� ��������

d Q �Onj�� [ nj − �P ≥ \nj − �.

&�� �� j ≥ �� �� �� d Q �nj� + ��������

�	� ������)�� ��������� k'��������� ��

���
� ���� 
������ ��
� �� ��
�� ����� ���

�� d Q \�

����&�!����� �"�������� ��( ������'�
�"��#%���� ������ �� �"���"��� M X� ��
+��� &�,%"� ��( �"& �� ����&�"!�(�� ������&"�
��&���)�, �"��� �"������� � �� ��1��
��"�&.������!"�) ��� ��������( ����%�&�!"
���1�&�!� �'� &�&�"!�(#-�*�

#� �� ���������� ������	
$ 

����	����� S ��"&������ "�"����
���'�" �"&&�"���!"#�&( ����"/���� �
���/��,� � ����� �� &�"��,( & ��������'�
�"%"�)��'� ��"&�����'� �"������( A � �"�V
�� ��"�&.�����,( �'�� ! ���'� ���*��(� �
����%"���)���, �"������#� ^�� �"��������
&����!"���)��� ��1�� �"&&�"���!"�)&( �"�
.,��/�( �� �"%"�)��'�� %�� ��1�� �"��&"�)
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