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��� ���� �� ���
���%�� !�������� � ��������
������������ &��
���%� !�����% $��������%
��"����' ��$�������(�%�  ������(�%� ���
$������" �� ������% ���)��" !�����" ����%#
��!��������%� � ������'*���� �� �������
!��������� ���$������%� Ǳ�������% ����%�
��)����# �$��%��'*�� �������� ��� ����
� ���� � ���$��������� ���$������% � ���#
����������% �������# $������*��  ���������
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 %�# ! (�!!�!�

�� ��������� H����� � ��������������
������� ��� ���� � �
������ �� ���
���%��
!�������� ���������� �����% ��� ����������
��" I�J� 
 ������#  �!�� !������ K��� �������
�� ������� �� ��$�������(�%�  ������(�%� ���
$������" �� ���
����" $���������� ��� ����#
���
�����% ������������ ��������"����� ����
����%� ���������� �������� ��� ���� I�# �J�
L����������)���� �������� $��� �� ����� ��
���
���%�� !�������� ��������( � ��
���� IMN
��J O��� �� �� �����������' � I	NPJ ���������
��Q� 
 I�J ������� ������ ��)���� ��� ��������
������!� $��� �!� ���� �����(��" ��� ���� ��
���
���%�� !��������# ������'*�!��� �� ����
�����# $��������������� ����"������( �������
���(�� ���%� �����*���"# ���� K������ �� ���
���$������� ��)����� R��$$���� $������ $��

��
�%� ��)���" ����������� � ISJ� T���������
� �� $��������� � U �$���������(��� $�������
������ ���������� $����%� ��)���"# �$��%���
'*�� ����� ��# 
��������%� ������� �� ���
���
�%�� $������������# $�������% � I��J� 
�
�
Ǳ������� I	# VJ $��������� ����������� �� ���
���� ��K������� ��� �!� ���� ��� ���� ������
 �$������%�� ������ � $��� �� � ����������
������# ���������� �����)�����( $���������%�
�����(��� ����%� ������ W�)���� �$�����(���
!� ���� $�������% � I	NPJ � $���������'� ��
�"
�������� ����������%� ��)���� ������% �����
����" L��(��&�� ��� Ǳ�� U��� ��������(# ���
���$��������� ���$������% ������ �� ���
���
�%� !������� ���� � $����������� ��
�"  ������
�����' ����������( �� $�����(�%�  ���������

&��
���%� !�����% ����'��� $�������(�
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�%�� $��� ������ �� ��� ������% �������#
���������� ����� ���� ��������# � ������
�������� � ���!�  ��)���' ������% ����
����!�����KK��������(�%� ��������"� L�����
��������� ��������� ������ ������ � ��$���
$�������!� ���� ��� �" ��� ���� ������� � I�J�
&��
���%� !�����% $�����!�'��� ��"����' ���
$�������(�%�  ������(�%� ��$������" �� ����
���% ���)��" ����%� Ǳ��������%� � I�J ����
�%� ��)���� ���� ������'��� ����"��" �����
������(' $�����(��"  ��$�����% � ������ ��
$�����(��"  ��������%� ]������� �������'���
������� ����� ���� � ���
������ ����# �������
�%� ��������%  ������� ��K�������� Ǳ������
!����� �������%" ��!����� ���������� ���$���
������� ���$������% � �����

^��( �����" ��
��% N $��������� ����%� ���
)���" ��������"# �$��%��'*�� ��������
��� ���� � ���� � ���$��������� ���$������%
� ��� � ���������� ������# � �� �� ���������
����� ������" ����� ���� � ���
������ 
�� ��
�����!� ���� ��$��$�������" ��� ����� Ǳ�����
����%� ������������ $������'� �����������(
�������� ���� � ��$���
��� � ��� ���� � �����
���� ����������� � ������#  �!�� �� ���
���%�
!������� ����%������  ������(��� ��$�������#
�������������� ���)��" �����"� ��������� ��
������� �� ���
���%� !������� �� ���� �%$���
����� ����!� ���� ������� ��!���������  ����
���(�%� ��$������" �� ������% ���)��" !����
��" ����% � ����������!� �� !������ !��������
���$������%� Y�� ���%� ������ � ��K�������
���� ��$��$�������" ��� ���� �� ���
���%��
!�������� ��)����� � $����" $������� ��

W��� �� &��" ��� ����

	� Ǳ��
������ ������� W��������� 
�� ��
����%" $��� �$�������(�%" ���" Ω

Ω _ {Ox, y, zQ ` −∞ < x < a∞,−∞ < y < a∞,
−ZOtQ < z < ZOtQ}

����������"# ��� �"# ��$��$�������" ��� ��
��� O��� ���� �Q# ������*�"�� � �������� ���
��������� O� _ bQ� Ǳ���( �������  ��������

�%
���� �� �� �
�����# ��� ��� cx# Oy ��$���
����% ����( ���
���%� $����������"

d− _ {Ox, y, zQ ` −∞ < x < a∞, −∞ < y < a∞,

z _ −ZOtQ},
d� _ {Ox, y, zQ ` −∞ < x < a∞, −∞ < y < a∞,

z _ ZOtQ},
� ��( Oz N $��$���� ������  ����

Ǳ���( ���
���%� !�����% d−,d� ����'���
����K��������%�� � $�������(�%�� �� ���
$������'*�� ������% �������� Z������%�
�� ���% ���)��" ������� �  ������(�%� �� ���
�%  ���
���%� !������� d± �$������'��� ���
������������ �����'*�� �
�����` � _ Ob, b,±�Q
� �� _ O�, b, bQ, �� _ Ob, �, bQ�

��� �������� $�������� ������ � � ��$���
�
���� ��� ���� � ���� Ω $�� ����������� 
��
��� ��$��(�����( ���������  ���� ���# ��$��
����%� � � ������� ���� I�J`

ut a uux a v uy a w uz _ −pxa
�

Re
Ouxx a uyy a uzzQ ,

vt a u vx a v vy a w vz _ −pya
�

Re
Ovxx a vyy a vzzQ ,

wt a uwx a v wy a w wz _ −pza
�

Re
Owxx a wyy a wzzQ ,

O�Q

ux a vy a wz _ b,

Tt a uTx a v Ty a w Tz _

�

RePr
OTxx a Tyy a TzzQ . O�Q

H���( u, v, w N  ��$�����% �� ���� � ������
��� ���� �e p N ��������e T N ���$������� ����

 ����e Pr _
ν

χ
����� Ǳ�������e Re _

v∗l
ν

���

��� W�"���(���� Ǳ�� U��� l N ���� ����%" ����
��� O��$�����# ���*��� ���� � ������ �������
t _ bQe v∗ N ���� ������ � �����(e ν N  �UKK����
���  ���������� �" ��� ����e χ N  �UKK������
���$�������$�����������

L� ���
���%� !������� d± �����% 
%�( �%�
$�����% �����'*��  ���������� �� � �������
��� �� ������� I�J`

� · � _ ±w|z�±Z�t� _
dZ

dt
, O�Q

−p a
�

Re
� · DO�Q�|z�±Z�t� _ −Pg, OMQ

��



��������	
 �
�
��� ��������������� ���
 � � �

��� · � · DO�Q�|z�±Z�t� _ τ�Ox, y, tQ− Ma

RePr
Tx,

��� · � · DO�Q�|z�±Z�t� _ τ�Ox, y, tQ− Ma

RePr
Ty.

O�Q

H���( Ma _
σT T∗l
ρνχ

N ����� X����!���e T∗ N ���

�� ������ ���$������� O��� ���� ����%" $����
$�� ���$������%Qe σT N ���$�������%"  �UK�
K������ $�����������!� ��������� Oσ _ σ� −
σT OT−T�QQe ρ N $�������( ��� ����e Pg N �������
��� O���)���Q ��������e τ�Ox, y, tQ# τ�Ox, y, tQN  ��
�����(�%� ��$�������# ����������%� ���)��"
�����"e DO�Q N ������ � ������" ��K�������

ODij _
�

�
O
∂vi

∂xj
a

∂vj

∂xi
Q# ���� � _ Ov�, v�, v�Q,

� _ Ox�, x�, x�QQ�
��� ���% ���� $������� � ������ �������

�����( �� �� �����(�%� �������# �$������'�
*�� ��������� ���� O��� �����(��� ���������#
�$���������� ���� ��������� O��Q# O�MQ# O�	Q#
O�VQQ�

W�)���� $����������" ������ $���$���!���
���������� �
����� Ω# � ������ �# �������� p
� ���$������% T ��� ����#  ����%� ����������
��'� ������� ��������" O�Q# O�Q# � �� �� �����(�
�%� O��Q# O�MQ# O�	Q# O�VQ � !������%� ��������
O�QNO�Q# O�PQ# O�bQ�

�� Ǳ��
������ �������� Ǳ������� ��)��
��� �K�������������" ������ � ���� Ω
$�� b < t < tend �����'*�� �
������ ���$��
����% � ������ � 
���� �� ��( � ����`

uOx, y, z, tQ _ OfOtQ a gOtQQ x,

vOx, y, z, tQ _ OfOtQ− gOtQQ y, OSQ

wOx, y, z, tQ _ −�fOtQz.

H������# ��� ��������� ������%������ ��
������% O�Q ��������������� ����������� ��
Ǳ����
���# ���
% �%$�������( px _ b, py _ b�
Y�!��

OftOtQ a gtOtQQ xa OfOtQ a gOtQQ
�
x _ b,

OftOtQ− gtOtQQ xa OfOtQ− gOtQQ
�
x _ b.

O	Q

Z��� K�� ��� fOtQ � gOtQ ��"���%# �� ������
��� p ����� $������( �� ����(�!� ��������� ���
����% O�Q

−�ftOtQz a Mf�OtQz _ −pz

� $���*(' !�������!� ������� OMQ�

����� ��$�������(�%� �
���������`

ϕOtQ _ fOtQ a gOtQ, ψOtQ _ fOtQ− gOtQ.

[����� �� O	Q $������`

ϕOtQ _
ϕ�

� a ϕ�t
, ψOtQ _

ψ�

� a ψ�t
. OVQ

H���( ϕ�, ψ� 
���� �$�������(�� �� �����(�%�
������" O��� O��Q# O�MQQ� 
 ���!�  ��$�����%
�� ���� � ������ OSQ �$������'��� �%��������
��`

uOx, y, z, tQ _
ϕ�

� a ϕ�t
x,

vOx, y, z, tQ _
ψ�

� a ψ�t
y,

wOx, y, z, tQ _ −
(

ϕ�

� a ϕ�t
a

ψ�

� a ψ�t

)
z.

OPQ

�������� � ��� ���� ������� �� ����� ��(�
��"  ��������% z � ������� t �����'*�� �
���
���`

p _ −�

�

( ϕ�
�

O� a ϕ�tQ�
a

ψ�
�

O� a ψ�tQ�
a

( ϕ�

� a ϕ�t
a

ψ�

� a ψ�t

)�)
z� a P OtQ, O�bQ

!�� K�� ��� P OtQ 
���� �$�������� �����

����������� �� ������� O�Q �� ���
����" $��
��������� d� $�������� ��"�� ZOtQ`

ZOtQ _
Z�

O� a ϕ�tQO� a ψ�tQ
. O��Q

H���( Z� _ ZObQ > b� H������# ��� ��� ���%�

���� �$�������� � !������ d− Oz _ −ZOtQQ�

Ǳ�� ��( � �� ���
����" $���������� z _
ZOtQ ���'� ����� �����'*�� ������)����`

� · DO�Q� _
∂w

∂z
_ −�fOtQ,

�� · DO�Q� _
�

�

(
∂u

∂z
a

∂w

∂x

)
_ b,

�� · DO�Q� _
�

�

(
∂v

∂z
a

∂w

∂y

)
_ b,

�� �%$�������� O��� O�bQQ`

P OtQ _ Pg − �

Re

(
ϕ�

� a ϕ�t
a

ψ�

� a ψ�t

)
a

�

�

( ϕ�
�

O� a ϕ�tQ�
a

ψ�
�

O� a ψ�tQ�
a

( ϕ�

� a ϕ�t
a

ψ�

� a ψ�t

)�)
Z�OtQ.

��
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%$������� ��������� �� ������" O�Q �����
 ������� ���� ������)���"`

τ�Ox, y, tQ _
Ma

RePr
Tx|	�±
���,

τ�Ox, y, tQ _
Ma

RePr
Ty|	�±
���,

O��Q

 ����%� ������� $������(  � ��!��������� ��
���
���%� !������� d± ��$�������(�%� ���!���
����(�%� ��$������" τ�Ox, y, tQ, τ�Ox, y, tQ � $���
���(�%� !��������� ���$������%�

[�� # $���( � �����(�%" ������ �������
������� 
�� �����%" ���" ��� ���� )�����"
�Z�

Ω� _ {Ox, zQ ` −∞ < x < a∞, −Z� < z < Z�,
Z� > b, Z� _ const},

�����*�"�� $� �� ���# �$����������� �������
)������

u|t�� _ ϕ�x, v|t�� _ ψ�y, w|t�� _ −Oϕ� a ψ�Qz,
O��Q

ϕObQ _ ϕ�, ψObQ _ ψ�, ZObQ _ Z�. O�MQ

�� ������������� ������������� 
�� 

����
!�" � ����� W�)���� $����������" ���
���� O�QNO�Q# O��Q# O�MQ# O�	QNO�bQ $���$���!���
���������� ���$������% T ��� ����# �������
�����'*�" ��������' O�Q� Ǳ���( ���$���������
���$������% ����"�� ������� �� $�������������
�%�  �������� � ������� �����'*�� �
�����`

T _ AOtQx aBOtQy a COtQz aDOtQ. O��Q

Y�!��

AOtQ _
A�

ϕ�ta �
,

BOtQ _
B�

ψ�t a �
,

COtQ _ C�Oϕ�t a �QOψ�t a �Q,

DOtQ _ D�,

O�SQ

!�� $�������%� A�, B�, C�,D� �$��������� �� ���
���(��!� �������

T Ox, y, z, bQ _ T�Ox, y, zQ _ A�xaB�yaC�z aD�.
O�	Q

H������# ��� �� ���
���%� !������� �����%
 ������(�%� ��$������� τ��# τ�� � �����(�%"
������ ������� t _ b# � $����� ������ �%$���
���(��

A� _
RePr

Ma
τ��, B� _

RePr

Ma
τ��. O�VQ

Ǳ�����# ��� �� !������� d± ������ ���$���
������� ���$������% � ����

T�Ox, y, tQ _ AOtQx aBOtQy a C�Z� aD� O�PQ

$�� z _ ZOtQ � � ����

T−Ox, y, tQ _ AOtQx aBOtQy − C�Z� aD� O�bQ

$�� z _ −ZOtQ� ������� O�PQ# O�bQ ����� ��$��
���( � �����'*�� �
�����`

T�Ox, y, tQ _ AOtQx aBOtQy af�,

T−Ox, y, tQ _ AOtQx aBOtQy af−.

Y�� ���%� $�� ��������� $�$������� $����
$��� ���$������% gf _ f�−f− ������� $����

���( C� _
gf

�Z�
# D� _

f� af−

�
� c������# ���

�����(��� � !������%� ���$��������� ���$����
���% ��!�������% ����� ��
�"� ��"�������(��#

T�|t�� _ T�|z�Z�
_ A�x aB�y a C�Z� aD�,

T−|t�� _ T�|z�−Z�
_ A�x aB�y − C�Z� aD�.

#� Ǳ�����" ���
������ � ���$!%����


������������&� ���$����&� ����� W�)��
��� ���� OPQ# O�bQ# O��Q# O�SQ ����� �����$���
�������(  � ����� ���� ��� ���
������ ��$���
$�������!� ���� ��� �" ��� ���� � !��������
O��Q# ������*�!��� � �����(�%" ������ ������
�� � ���������# �$���������� O��Q# O�MQ# O�	Q#
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τ�Ox, y, tQ _
Ma

RePr
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ϕ�t a �
,
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Ma

RePr

B�

ψ�t a �

�� !������ ��!�� 
%�(  � ��������" $������
���(��"# �� � ���������(��"# ��� �$����������
��� ��� ϕ� > b# ψ� > b O��� ����Q � A�# B� O���
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��!�������� � ��������"  ������(��!� ��$�����
��� ��!����� O��Q�

��� ������������ ������ � ���� Ω �������

����
dZ

dt
_ −ZOtQ {ψOtQ a ϕOtQ}� 
 ���� $������

���(����� ZOtQ ������ �%$�����(�� ���� ��

������"`

{
ψ�t a � > b
ϕ�t a � > b

���

{
ψ�ta � < b
ϕ�ta � < b

O��� O��QQ� Ǳ�� �%$������� �������
dZ

dt
> b

����� ����� ���
������ ����# � ������
dZ

dt
< b

����� ����� ���� �����
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ψ�
#

t∗� _ − �

ϕ�
� L� ����� � � ���
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W���� � M# �# 	# V $������'� �������( �����
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W��� �� W���� ���� ���� ��� ���� Ot _ b.�Q�
W��$��������� ���$������% � ������� x _ b�
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���� ���������%" $��!��� ���
�������� $�� ���()�� O$� �����'Q ���������
$��������� ϕ�# ψ� O������� �������( ����� � S
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W��� ��� W���� ���� ���� ��� ���� Ot _ �Q�
W��$��������� ���$������% � ������� x _ b�

L����(�%� �������` T� _ A�xaB�yaC�zaD�e
A� _ �, B� _ �, C� _ �,D� _ �, τ�� _ ��	Se

ϕ� _ S, ψ� _ ��e Z� _ �.

W��� �S� W��
������ ���� ��� ���� Ot _ �Q�
W��$��������� ���$������% � ������� x _ b�

L����(�%� �������` T� _ A�xaB�yaC�zaD�e
A� _ �, B� _ �, C� _ �,D� _ �, τ�� _ ��	Se

ϕ� _ −S, ψ� _ −��e Z� _ �.
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