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Введение. Модель монодисперсной смеси, меж-
фазное взаимодействие в которой определяется си-
лой Стокса [1], представляет собой пример просто-
го, но нетривиального описания двухскоростного 
гидродинамического движения, которому будут 
соответствовать различные граничные задачи для 
системы уравнений смешанного типа. Вообще такие 
уравнения можно представить в виде 

( ) ( )( ) 1/ /t p ν ρ τ∂ ∂ + ∇ +∇ − Δ − − =u u u u v u f ,  

( ) ( )( ) 2/ 1 /t τ∂ ∂ + ∇ − − =v v v u v f

v 0

, 

( ) ( ) 3/ tρ ρ ρ∂ ∂ + ∇ + ∇ =v v f .  di =u .      (1) 

Здесь величина SRτ =  ( ) – безразмерное 
время стоксовой скоростной релаксации; R – число 
Рейнольдса; S – параметр, определяющий степень 
дисперсности примеси; ρ – безразмерная массовая 
плотность примеси. Разрешимость граничных задач 
для системы уравнений (1) в общем случае пред-
ставляет отдельный технически сложный вопрос. 
Нас прежде всего будут интересовать спектр линеа-
ризованного оператора для (1) и задача устойчиво-
сти по Ляпунову некоторой неподвижной точки 
системы (1). Известно [2, 3], что уравнение Навье-
Стокса обладает хотя бы одной неподвижной точ-
кой при всех числах Рейнольдса. Например, легко 
проверяется, что параллельные течения будут ре-
шением уравнений (1), если профиль сдвигового 
течения совпадает в обеих фазах [1]. Численный 
эксперимент показывает [1, 4], что достаточные 
условия устойчивости стационарных решений при-
нимают сложную форму. Нейтральные и критиче-
ские зависимости могут состоять из нескольких 
подобластей, окружающих области вязкой генера-

ции, а порог устойчивости в некоторых случаях по-
вышается практически на порядок. Далее в работе 
объемная концентрация примеси считается посто-
янной. 

1 /v =

Модельная задача. Линеаризуя уравнения (1) 
в окрестности неподвижной точки {U, U, ρ } в виде 

( ) ty y x eλ= , получим следующий результат: 

1

2

( ) ( ) ( / ) ( )
( ) ( ) (1/ )( ) .

P P P P P Pλ ρ τ
λ τ

+ ∇ + ∇ − − − Δ =
+ ∇ + ∇ − − =
u U u u U u u f

U U u f
υ

υ υ υ υ
,ν
(2) 

Здесь i Cλ α=−  – характеристические показатели 
Ляпунова [5], constρ= . Будем считать, что носи-
тель Ω  – открытая, локально звездная, ограничен-
ная подобласть в nE  (n = 2, 3) с липшицевой грани-
цей ∂Ω . Для определенности здесь и далее будем 
рассматривать однородные граничные условия 

0
∂Ω
=u , ( ) 0

∂Ω
=sυ , s – нормаль к ∂Ω . Отметим, что, 

вообще говоря, последние два условия надо пони-
мать в том смысле, что искомые функции исчезают 
на границе в некотором обобщенном смысле. На-
пример, функции принадлежат ядру оператора су-
жения на ∂Ω . В случае 1 2 0= ≡f f  будем говорить об 
уравнениях (2) с граничными условиями как о спек-
тральной задаче для оператора 

R

( / ) ( / )
(1/ ) (1/ )

P PK P P
A

I K I
ρ τ ν ρ τ

τ τ
+ − Δ −⎡ ⎤

=⎢ ⎥− +⎣ ⎦
,        (3) 

заданного на некотором нормированном простран-
стве 1 2X X X= ×  (P – проектор в 1X ) с нормой и ска-
лярным произведением следующего вида: 

1 2

2 2 2
1 2X X X

u u u= + , 
1 21 1 2 2, ( , ) ( , )X XX

u u uυ υ υ= + ,  
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 1 2X =S , 2 2где 1 2{ , }u u u= , 1 2{ , }υ υ υ=  – пары такие, что 1 1u X∈ , 

2 2u X∈ , 1 1Xυ ′∈ , 2 2Xυ ′∈ . 
Здесь X ′  обозначает топологически сопряжен-

ное. Известно, что такому выбору нормировки со-
ответствует равенство 1 2X X X′ ′ ′= × . В дальнейшем 
нас, как правило, будут интересовать только гиль-
бертовы пространства. Далее будем понимать X 
в смысле декартова произведения 1 2X X× . 

Функциональные пространства. Рассмотрим 
следующие обозначения: 

2,( ) { ( ), 0, , }s kH D L k sω ωυΩ = ∈ Ω = … , 
1 1
0, ( ) { ( ), 0}H Hω ωυ υ

∂Ω
Ω = ∈ Ω = , 

оснащенные соответствующей нормой 
1 2

2

,
0 ( )

.
s

k
s

k k
D dx

ω
υ υ

=Ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∑∫ ω  

Если весовая функция 1ω = , то соответствую-
щий индекс не указывается. Рассмотрим декартовы 
произведения 

( )2 2( ) ( ) nLΩ = ΩL , ( )( ) ( )
ns sHω ωΩ = ΩH , 

( )1 1
0, 0,( ) ( )

n
Hω ωΩ = ΩH  

соответствующих пространств, оснащенных надле-
жащими нормами и скалярными произведениями. 
Носитель в обозначениях пространств не указан 
там, где это не вызывает недоразумений. Обозначим 
через S2 замыкание в L2 множества векторов  

0{ : ( ),div 0}V ∞= ∈ Ω =u u C u , 
а через G2 – ортогональное дополнение S2 в L2. Де-
тальное обсуждение указанных подпространств и 
краевых условий для различных классов границ 
можно найти в работах [6–8]. Здесь примем тот 
факт, что пространство L2 допускает разложение на 
ортогональную сумму 2 2 2= ⊕L S G . Решение оты-
скивается на классах функций следующего вида: 

2 2( ) { : ( ),div 0, 0}∂ΩΩ = ∈ Ω = ⋅ =S u u L u u n , 
(1)

2 2 2( ) { : ( ), grad , ( )}p p WΩ = ∈ Ω = ∈ ΩG u u L u . 
Обозначим через P оператор проектирования из 

L2 на S2 такой, что S2 = PL2. Известно, что опера-
тор P  ограничен и справедлива оценка (см.: [6, 7, 
9]) 

2 2
4 ( )P c

→
≤ ∂Ω

L S
. Таким образом, решения для 

несущей жидкости должны быть элементами S2, 
тогда как, вообще говоря, решение для дисперсной 
фазы является элементом из 2L , поскольку физиче-
ски не является необходимым несжимаемость при-
меси. Причем в линеаризованном случае уравнение 
сплошности для второй фазы, очевидно, отщепляет-
ся и не определяет спектр. Однако в работе будет 
рассмотрен и случай несжимаемой дисперсной фа-
зы – практически это возможно, когда размеры 
включений и концентрация примеси достаточно 
малы. Обозначим через 2∈u S  решение для несу-
щей жидкости и 2∈υ L  – для примеси. Таким обра-

зом, в дальнейшем примем X =L , кото-
рые можно отождествлять с соответствующими 
сопряженными пространствами. Снабдим простран-
ство 2 2X =L  скалярным  произведением

2
( ,

2
) ( , )Xξ ζ ρ ξ ζ= L . 

Все ператоры в (3 онимаются в смысле расши-
рений 

 о ) п
T  таких, что PT  замкнут на 2S  с плотно
областью я 

й 
в S2  определени ( )

2( ) ( )SD T D T= ∩S , 
т.е. 

 
( )PT PT ′′=  для каждого T  (см. [8]). Без огран

чения общности можно счита , что ераторы 
и-

ть  оп T  
 иопределены  действуют в 2L , а PT  в S2 для 

( ) ( )∈u
р. В 

SD T . 
Спект первую очередь установим множест-

во точек Zσ∈  компле скост я -
рых разрешима задача 

ксной пло и, дл кото
y Ay fσ − =  для y X∈ , f X∈ . 

з Определим числовой обра оператора A  через 

1 2
, ( , ) ( , )X XX

Ay y Au u Aυ υ= +   

2 2 2

2 2 2

1

1 1 1 2

, ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
X

Ay y u u Ku u u u

P u u K

ν τ

τ υ τ υ ρ υ υ τ υ υ

=

2 2,u υ

− Δ + + −

− + +
S S S

S L L L      (4) 

∈ ∈S L

Оператор PΔ= Δ , заданный на S2, детально ис-
след ботах [6–8]. тно, что для элемен-
тов 

ован в ра Извес
1
0 ( )u∈ ΩH  оператору PΔ= Δ  на S2  

квадратичная форма 

соответствует

коэрцитивная 
2

( , )u uν− Δ =S  

2
[ , ]u u c uν= ≥

S
, где [ , ]  – интеграл Дирихле. Для 

слагаемых вида 

u u

2
( , )P uυ S , 

 оператора
учитывая свойство идем-

потентности  P , можно непосредственно
установить 

 

2 2

2( , ) ( ,
2

( , ( ) )P u P P uυ υ υ′ ′)P u= = =S L L  

2 2
, ) ( , ) ,P u uυ υ( ′= =L S 2u∈S , 2υ∈L .  
Аналогичные рассуждения приводят к следую-

щей цепочке: 

2 2 2 2

2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u Pu P u Pu P uυ υ
2

υ υ′= = = =L L L Lυ S , 

2u∈S , 2υ∈L . 
Откуда получим следующее выражение для 

суммы слагаемых: 

2 2 2 22
, ) ( , ) ( , ) ( , ) 2Re{( , ) }P u u u u uυ υ υ υ υ+ = + =S L S SS

Собирая все сла  (4

( . 

гаемые в ) с множителем 1τ , 

получим величину 
2

2 0υu− ≥
L

.  

то  Опера р K  определен для элементов 
1
0 ( )u∈ ΩH  того, для  чтобы оценить величины 

2
( , )Ku u S  и 

2
( , )Kυ υ L , получим предварительные 

неравенства, полагая, что компоненты вектора U 
являются функциями класса 2C ,  

2 21 1
( , ) max ( , )n n

i i k k i k ki i
U D u u D u u

= =Ω
≤ ≤∑ ∑L LU  

2 21
max n

k i ki
u D u

=Ω
≤ ≤∑ L L

U  
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(
2 2

2 2

1
(1/2) max ,n

k i ki
n u D u

=Ω
≤ +∑L L

U )  

( )1
2 2

2 2

1
( , ) (1/2) max ( 1)n

i i k k k kHi
U D u u u n u

= Ω
≤ + −∑ L L

U .

 
Просуммировав по k, получим 

( 1
2 2

2 2

1
( , ) (1/2) max ( 1)n

i i Hi
U D u u u n u

= Ω
≤ + −∑ L L

U ) . 

Для k-й компоненты вектора ( )u∇ U  аналогич-
ные рассуждения приводят к следующему отноше-
нию 

21 , ,
( , ) max ( , )n

i i k k j k i ki j k
u DU u D U u u

= Ω
≤∑ ∑L 21

n

i=
≤L  

( )
2 2

2 2

1, ,

2 2

1, ,

max

(1/2) max ,

n
j k i kij k

n
j k i kij k

D U u u

D U u u

=Ω

=Ω

≤ ≤

≤

∑

∑
L L

L L
+

 

( ) (
2

2 2

1

1/2 2 22
, 1

( , )

(1/2) max ( )

n
i i k ki

n
j k kj k

u DU u

D U u n u

=

=Ω

≤

≤

∑

∑

L

L L )+
. 

Откуда окончательно выводим 

( )2 2

1/2 22
1 , 1

( , ) max ( )n n
i i k k j ki j k

u DU u n D U u
= =Ω

≤∑ ∑L L
. 

Таким образом, величину 
2

( , )Kυ υ L  можно оце-
нить следующим образом: 

( )
1

2 2

2 2

1/2
2

, 1

( , ) , ( 1)

max ( ) , (1/2) max .

H

n
j kj k

K

D U

,n nυ υ α υ β υ α α β

α β
=Ω

≤ + = + −

= ≤∑

L L

U
Ω

     (5) 

Оценку величины 
2

( , )Ku u S  несколько упроща-

ют свойства функций 2u∈S . В этом случае для эле-
ментов 1

0u∈ ∩ 2H S  можно записать 

2
( , ) ([ rot rot ], )K = − × + ×

2S Su u U u u U u . 

Отсюда легко получить следующую оценку: 

1
2 2

2 2( , )
H

K u uβ γ= +S S
u u , max rot .γ

Ω
= U  

Таким образом, можно записать оценки действи-
тельной и мнимой части (4) следующим образом: 

{ }
22

2
1Re , [ , ] ( , ) ( , )

X
Ay y u u u Ku u Kν τ υ ρ υ υ≤ + − + +

2S LL
, 

{ }
( )

2

1 1
2 2

2
1

2 2 2

Re , [ , ]
X

H H

Ay y u u u

u u

ν τ υ

2

2β ρ υ γ ρα υ
∩

≤ + − +

+ + + +

L

S S L

, 

{ } ( )
( )

1 1
2 2

2 2

2 2 2
1

2 2

Re , [ , ]

max( , ) .

X H H
Ay y u u u u

u

ν τ υ β ρ υ

γ α ρ υ

∩
≤ + − + + +

+ +

L S

S L

 

Используем медианное тождество и тот факт, 
что всегда 1ρ< , добавляя нужные слагаемые, полу-
чим оценку в виде 

{ } ( )

( )1 1
2

2
2

2 2

Re , max( , )

( )

X X

H H

Ay y y

u

τ γ α

ν β ρ υ
∩

≤ +

+ + +
S

Действуя аналогичным образом, для мнимой 
части получим оценку в виде 

{ } ( )
( )

1 1
2

2 2

2 2

2 2

Im ,

max( , ) .

X H
Ay y u

u

β ρ υ

γ α ρ υ

∩ H
≤ + +

+ +

S

S L

 

Итак, установлено, что числовой образ операто-
ра A целиком содержится в замыкании некоторой 
полуполосы Z(A) комплексной плоскости. Напом-
ним, что спектр ( )AΣ  содержится или совпадает с 
числовым образом оператора. Таким образом, до-
полнение Z(A) входит в резольвентное множество 
P(A) оператора A, в точках которого уравнение 

y Ay fσ − =  однозначно разрешимо. Очевидно, что 
множество ( )AΣ  не пусто. 

Спектральная задача представляет интерес при 
исследовании устойчивости решения первым мето-
дом Ляпунова [5, 9]. Например, в случае n = 2 ис-
следование устойчивости двумерных параллельных 
внутренних течений U монодисперсной смеси мож-
но производить с помощью метода нормальных мод 
и принять (0, 2 / )I π αΩ= × , где ( 1, 1)I= − + , α  – вол-
новое число возмущения. Тогда периодические гра-
ничные условия по однородной координате позво-
ляют применить к уравнениям (2) преобразование 
Фурье. Для этого случая можно получить следую-
щую оценку: 

{ } ( )( )
2 2

2 2Im , 2 (1/2) max
X

Ay y U uαβ ρ υ
Ι

′≤ + +
S L

. 

Схема численного решения спектральной за-
дачи. Здесь примем за неподвижную точку стацио-
нарное движение жидкости между двумя пластина-
ми с параболическим профилем сдвига 

2
0 1 2( ) ( ) ( )x xy U y a y a y a= = + +U e e . 

В данной работе для задачи (1) применялся метод 
Галеркина. Элементы пробного и поверочного бази-
сов для несущей жидкости должны удовлетворять 
условию соленоидальности, т.е. { , }Tiψ αψ′= −u . 
Обозначим через ,u υ  элементы пространства, со-
пряженного к пространству пробных решений. То-
гда в вариационной форме правая часть системы (1) 
перепишется в виде 

1

2

,
,

( , ) ( , ) ( / )( , ) ( / )( , )
.

(1/ )( , ) ( , ) (1/ )( , )

A
A

K f f
K

ϕ
ϕ

ν τ τ
τ τ

< >⎡ ⎤
=⎢ ⎥< >⎣ ⎦

+ Δ −

+
. 

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− ⎦

Φ
Φ

υ
υ υ υ υ υ

u u u u u u u
u

 

⎣
Компоненты пробного и поверочного базисов 

должны быть функциями класса 2 2,0

( ) (1)( ) ( )hW I W I∩ , 
где 2h≥  [7]. Решения для дисперсной фазы являют-
ся элементами класса 2,0

(1) ( )W I . Обозначим через 

0span{ , , }NS T NT= …  линейную оболочку ортогональ-
ных с весом ( )yω  многочленов с рациональными 
коэффициентами, а через { , ( 1) 0N NV S }.υ υ= ∈ ± =  
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Рассмотрим пространства Соболева следующего 
вида: 

( )
2,( ) { ( ), 0, , }s kH I L I kω ωυ= ∈ = … s , 

, 1 1
0, ( ) { ( ), ( 1) 0}H I H Iω ωυ υ= ∈ ± =

оснащенные соответствующей нормой 

( )1/ 22( )
, 0

.s k
s k I

dy
ω

υ υ ω
=

= ∑ ∫  Далее следуя рабо-

те [10], определим ортогональные проекторы сле-
дующего вида: 

2 ( )N ,ω NP :L I S→ , , 

 

1
0 ( )N ,ω NΠ :H I V→

2 1 2
0,: ( ) ( )N NП H I H I Vω ω∩ → .

Тогда справедливы оценки  

,
s

N s
u P u CN u

ω ω
−− ≤  для , , ( )su H Iω∀ ∈ 0≥s

, ,
s

N s
u П u CN uν

ν ω ω
−− ≤   

для , 1
0,( ) ( )su H I H Iω ω∀ ∈ ∩ 1s≥ , 0 1ν≤ ≤ ,  

2
,,N

s
s

u П u CN uν
ων ω

−− ≤   

для , 1
0,( ) ( )su H I H Iω ω∀ ∈ ∩ 2s≥ , 0 2ν≤ ≤ . 

Будем рассматривать аппроксимацию простран-
ства 2 × 2S L , используя следующие наборы функций: 

2 2( ) (1 ) ( )k y y Tψ = − k y  для 2S ,  
2( ) (1 ) ( )k y y Tϕ = − k y  для 2L , k = 0, 1, ..., N. 

Тогда пробное решение будет представлено па-
рой { Nu , Nυ }, где 2N∈u S  и 2N∈υ L , в виде ряда  

(1)

0

( )
N

N k k x k
k

a iψ αψ
=

′= −∑u e ye , 

(2) (3)

0

( )
N

N k k x k k
k

a aϕ ϕ
=

= +∑υ e ye .                 (6) 

Здесь Tk(t) – полином Чебышева порядка k. 
Таким образом, получим следующую обобщен-

ную алгебраическую задачу на собственные зна-
чения: 

Lz Bzλ= .                                (7) 
Коэффициенты матрицы L записываются сле-

дующим образом: 
(11) (0) (1) (2)

1ij ij ij ijL I I Iν τ= + − , (12) (3)
1ij ijL Iτ= , (13) (4)

1 1ij ijL Iα τ= , 
(21) (5)

2ij ijL Iτ= , (22) (6) (7)
2ij ij ijL I Iτ= − , (23) (8)

ij ijL I= , 
(31) (9)

1 2ij ijL Iα τ=− , (32) 0ijL = , (33) (6) (7)
2ij ij ijL I Iτ= − . 

Здесь, учитывая формулу (6), ( )k
ijI  обозначают 

(0) 2 2
1 1( , ) [2( , ) ( , )ij j i j i j iI ]ψ ψ α ψ ψ α ψ ψ′′ ′′ ′ ′=− + − , 

(1) 2
1 1[( , ) ( , ) ( , ) ( , )],ij j i j i j i j iI U U U Uα ψ ψ ψ ψ ψ ψ α ψ ψ′ ′ ′′ ′ ′=− + + −  
(2) 2

1( , ) ( , )ij j i j iI ψ ψ α ψ ψ′ ′= − , (3) ( , )ij j iI ϕ ψ′=− , 
(4) ( , )ij j iI ϕ ψ= , (5) (3)

ij jiI I= , (6)
1( ,ij j iI U )α ϕ ϕ=− , 

(7) ( , )ij j iI ϕ ϕ= , (8) ( , )ij j iI U ϕ ϕ′=− , (9) (4)
ij jiI I= ,  

где 1 iα α= , 1 /fτ τ= , , 2 1/τ τ=
22 (1 )k ky y kψ ϕ ϕ′ ′=− + − , 22 4 (1 )k k k ky yψ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′′=− − + − . 

Результат тестирования для профиля течения 
Пуазейля 2( ) 1U y y= −  в точке Томаса α = 1, R = 104 
приведен в таблице 1. Для сравнения в таблице да-
ны классические и новые результаты [11, 12]. Ре-
зультаты при α = 1, R = 104 для случаев присутствия 
примеси (S = 10-5, f = 0,1) и профиля течения Куэт-
та-Пуазейля 2( ) (1 )(1 )U y A y Ay= − − +  (A = 0,02) от-
ражены соответственно в таблице 2. Видно, что 
разложение (3) дает приемлемую точность при от-
носительно малом числе полиномов даже в случае 
плотно заполненной матрицы, соответствующей 
левой части уравнения (4). Для сравнения использо-
вались результаты, полученные методом дифферен-
циальной прогонки.  

Таблица 1 
Наиболее опасная мода 

λ = 0,23752649 +0,00373967i Orszag [11] 
λ = 0,23752708 +0,00373980i Dongarra [11] 
λ = 0,2375264888204 +0,0037396706229i Pop (N = 96) [12] 
λ = 0,2375264888206 +0,0037396706230i N = 64 

 
Таблица 2 

Наиболее опасная мода 
λ = 0,233887554181 +0,002661357275i – дифференциальная прогонка 
λ = 0,233887554177 +0,002661357296i – N = 64 
λ = 0,2314841658415 +0,0011000890122i –дифференциальная прогонка 
λ = 0,2314841658415 +0,0011000890123i – N = 64 

 
Заметим, что величина чисел обусловленности 

результирующих матриц в левой части уравнения 
(4) накладывает определенные ограничения на ко-
личество значащих цифр собственного числа. Мат-
рицы оказываются чувствительными к возмущени-

ки представления числа с плавающей точкой. Ил-
люстрацией служит результат работы [12] (см. тре-
тью строку табл. 1), в которой методом Петрова-
Галеркина получены точные значения коэффициен-
тов матриц в уравнении (4) для задачи Орра-

ям по величине, сравнимой даже с порядком ошиб- Зоммерфельда. Однако количество «стабильных» 
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знаков, найденных при разрешении N = 96, не уве-
личилось с ростом числа полиномов до N = 1024.  

Численный спектр. Несложно установить тот 
факт, что точечный спектр (1) состоит из дискрет-
ны

д

е

х собственных чисел и в основном обусловлен 
сужением оператора (1) на S2. В этом случае спектр 
определяется голоморфным пучком операторов, 
которые можно рассматривать в качестве возму-
щенной спектральной задачи ля уравнений Навье-
Стокса несжимаемой жидкости. Поэтому примене-

ние метода нормальных мод на S2 оправдано, а ля-
пуновские экспоненты описывают асимптотиче-
скую устойчивость. Однако доказат льство этого 
факта выходит за рамки данной работы. В аналити-
ческой теории возмущений линейных операторов 
известно [13], что любая конечная система собст-
венных значений непрерывно зависит от возмуще-
ния (в нашем случае спектр невозмущенного опера-
тора есть спектр задачи Орра-Зоммерфельда; см. 
кружки на рисунках 1–3). 
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Рис. 1. Спектр течения Куэтта-Пуазейля смеси при A = 0,1, α = 1, R = 104, S = 10-5 и  f = 0,1 
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Рис. 2. Спектр течения Пуазейля смеси при α = 1, R = 104, S = 10-4 и f = 0,1 
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Рис. 3. То же. Континуум частиц несжимаемый 

 
Расчеты показывают, что наряду с ожидаемыми 

трансляциями в спектре (например, см. рис. 1) на-
личие примеси также обусловливает эффекты, про-
иллюстрированные рисунком 2. В первую очередь, 
здесь обращает на себя внимание часть спектра, 
заключенная внутри области, выделенной овалом. 
Сразу отметим, что внутри выделенной области на 
рисунке представлены не все точки численного 
спектра, количество которых для такой области не-
регулярным образом зависит от разрешения дискре-
тизации. Эффект «раздвоения хвостика», который 
можно наблюдать в верхней и нижней частях овала 
является характерной особенностью конечномерно-
го приближения спектра бесконечномерной дина-
мической системы. Данный эффект обусловлен рас-
ходимостью решения алгебраической задачи на 
собственные значения при конечной аппроксима-
ции бесконечного спектра. Увеличением значения N 
можно добиться лишь того, что точка «раздвоения 
хвостика» приближается к прямой Re( ) 1/λ τ=− . 
Таким образом, последовательность точек спектра, 
ответвляющихся от части спектра, хар я 
случая чистой жидкости (кружки на рис. 2), имеет в 
качестве предельной не менее одной конечной точ-
ки комплексной плоскости, расположенной в малой 
окрестности подобласти  

M = {λ: 

актерной дл

Re( ) 1/λ τ=− , 0≤ Im( )λ ≤ α}. 
Части спектра, располож нные в по ско-

стях 
е лупло

Re( )λ  бо  и льше –0,4 Re( )λ  меньше –1,6, 

 спек льно

Распределение энергии пульсаций в сечении 
канала. Рассмотрим соотношение, выражающее 

вполне согласуются с результатами теорем об изме-
нении тра при относите  ограниченном 
возмущении оператора.  

собою один из законов сохранения для задачи (1), 
1 11 2

22 22

1 1 1 2 2

2 2

Re{ }

(1/ )[ ] Re{ }

( / )[ ] 2( / ) Re{ }.

x y

x y x y

SD v v U

R v v v v v U

SR v v SR v v v v

α ρ

ρ ρ

∗

∗ ∗

1 2 1 2 1 2x x y y

∗ ′+ =− −( /4 )E Dα π τ τ= + +

′ ′ ′− + + − −

− + + +

 

Здесь τk характеризуют обмен энергией между 
основным профилем и возмущениями; D – диссипа-
ция; DS = D1 + D2 – работа силы Стокса; F = τ1 + D – 
локальный избыток генерации энергии над дисси-
пацией для первой компоненты смеси. Видно, что к 
диссипативному механизму демпфирования энер-
гии пульсаций присоединилась работа силы меж-
фазного трения.  

Запишем в общем случае соотношения для дав-
ления и концентрации примеси 

, , ,(1/ )div (1/ ) divj i i j j jp u u uτ ρ τ ρΔ = − − +υ F ,  
/ divtρ ρ∂ ∂ =− υ . 

Здесь принято обозначение ,/ i ixϕ ϕ∂ ∂ = ,  F – 
объемные силы. В линейном случае для во -
ния концентрации получим нео родное уравне-
ние

змуще
дно

 
( )

,div g
i if Uλρ ρ=− −υ . 

Учитывая уравнение для давления, можно запи-
сать ,div i ip i K Uλρ τ τ ρ=− Δ − +u  или 0iK pλρ ρ τ+ =− Δ −  

12 div .i Kτ− u  Очевидно, что задача разрешима для всех 

0( )iKλ∉Σ − . В противном случае 12 divp i KΔ =− =u  
2U u2′= − ко в с  , что возможно толь лучае нейтрально
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х возмущений, т.е. Realустойчивы { } 0λ = . Беря точ
ку

-
 0 )iK(λ∉Σ − , получим следующее соотношение: 

1(1/ ) 2 dp i ivKτ ρ τ τ= Δ +
опи  связь между пульсациями массово

u , 
сывающее й 

концентрации примеси и давления в есущей жид-

при

 н
таккости. Видно, что как в линейном,  и нелиней-

ном случаях изменение концентрации примеси обу-
словлено пространственным распределением дав-
ления и поля скоростей в несущей жидкости. 

На рисунке 4 представлены кривые нормирован-
ных распределений энергии в пуазейлевом потоке 

 R = 5788,125 ( R∗  = 84554,40), f = 0,15 (a) и R = 
25000 ( R∗  = 33340,58), f = 0,1 (b) для S = 10-4. Видно, 
что производство энергии пульсаций осуществляет-
ся лишь в достаточно малой окрестности критиче-
ского слоя, а передача энергии пульсаций основно-
му потоку происходит как в узкой пристенной об-
ласти (за счет вязкой диссипации), так и в основной 
толще канала (см. кривую 0 на рис. 4a). При 

 

cy y→  
значение локальной разности фаз колебаний стре-
мится к нулю.  
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Рис. 4. Распределение энергии пульсаций по сечению канала при

a)      (b) 

 f = 0,15 и R = 5788,125 (a), f = 0,1 и R = 25000 (b),  

Кривая 5 является суммой кривых 3, 4 и опреде-
ляе

S = 10-4 для профиля Пуазейля. 0 – суммарная энергия; 1 – τ1(y); 2 – F(y); 3 – τ2(y); 4 – DS(y); 5 – DS(y) + τ2(y)  

т результирующий вклад, обусловленный второй 
компонентой смеси, в баланс энергии. Поведение 
кривых 0, 2, 5 в интервале (0, 0.7) указывает на вза-
имную компенсацию производства и диссипации 
пульсационной энергии для компонентов смеси. 
Поведение функции τ2(y)  непосредственно может 
быть охарактеризовано функцией τ1(y) и распреде-
лением величины 

22
1 ( )ySRU v y′ . Причем послед-

няя функция имее максимум вблизи 
критического слоя и отвечает лишь за генерацию 
пульсационной энергии. Поведение же функции 
τ1(y) не так тривиально (например, именно вид кри-
вой 1 обусловливает связку экстремумов у кривой 3 

малых отклонениях функции |J|2(y) от единицы,  
т.е. при малых значениях SR. Эффект модуляции, 
описанный выше, скрадывает локальные изменения, 
определяемые функцией τ1(y), а вклад величины 

т локальный 

на рисунке 4a. Однако это справедливо лишь при 

22 ( )SRU v y′  в значения τ2(y) становится более 
 и значительно определяет поведение 

функции τ2(y). 
Заключени

1y

существенным

е. Устойчивость движения определя-
етс
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я показателями ляпуновских экспонент, пред-
ставленных дискретной частью численного спектра 
[5, 9]. Источник дополнительной диссипации, кото-
рая и обеспечивает повышение порога устойчиво-
сти, представлен силою межфазного трения. 
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