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� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¢ à ¬ª å ¢  «ìâ¥à â¨¢®©
â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢. � ¦¤ ï £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
 ï áâàãªâãà  ¢  è¥©  ªá¨®¬ â¨ª¥ ®á®¢  
  ¥ª®â®à®¬ á¥£¬¥â¥ ª« áá  N  âãà «ìëå
ç¨á¥«. � à ¡®â¥ ¤®ª § ®, çâ® ¥®¡å®¤¨¬ë¬
¨ ¤®áâ â®çë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨
ª« áá¨ç¥áª®© «¥¬¬ë �¥©¥-�®à¥«ï   áâàãªâã-
à¥ ï¢«ï¥âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì ¥¥ ®á®¢®£®
á¥£¬¥â .

�«îç¥¢ë¥ á«®¢ : «¥¬¬  �¥©¥-�®à¥-
«ï, ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë© á¥£¬¥â, £¨¯¥à-
¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï áâàãªâãà .

The work is carried out in alternative set theory.
Every hyper-real structure in the axiomatics is
based on some cut of the class N natural numbers.
The author proves that necessary and su�cient
condition for the classical Heine-Borel lemma's
validity on a structure is the multiplicativity of its
main cut.

Key words: Heine-Borel lemma, multiplicative
cut, hyper-real structure.

1. �¡é¨¥ ¯®«®¦¥¨ï. � ¡®â  ¢ë¯®«¥ 
¢  ªá¨®¬ â¨ª¥  «ìâ¥à â¨¢®© â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢
[1] ¨ ¯à®¤®«¦ ¥â æ¨ª« áâ â¥©  ¢â®à  ¯® ®¡®á®-
¢ ¨î ®á®¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®   «¨§  ¢ à ¬ª å
íâ®© â¥®à¨¨.

� §®©,   ª®â®à®© áâà®ïâáï ¢á¥ £¨¯¥à¤¥©-
áâ¢¨â¥«ìë¥ áâàãªâãàë, á«ã¦¨â ª« áá à æ¨®-
 «ìëå ç¨á¥« Q. �ãáâì N ⊂ Q { ª« áá  âã-
à «ìëå ç¨á¥«. �¥¯ãáâ®© ¯®¤ª« áá A ⊂ N ¬ë
 §ë¢ ¥¬ á¥£¬¥â®¬, ¥á«¨ (∀a ∈ A) a ⊂ A, çâ®
®§ ç ¥â, çâ® ® ï¢«ï¥âáï  ç «ìë¬ ®âà¥§ª®¬
ª« áá  N.

�¥£¬¥â A  §®¢¥¬ § ¬ªãâë¬ ®â®á¨â¥«ì®
®¯¥à æ¨¨ ◦, § ¤ ®©   N, ¥á«¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-
ëå a, b ∈ A á¯à ¢¥¤«¨¢® a ◦ b ∈ A. � ç áâ®áâ¨,
¥á«¨ íâ  ®¯¥à æ¨ï { á«®¦¥¨¥, â® á¥£¬¥â  §ë-
¢ ¥âáï  ¤¤¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ã¬®¦¥¨¥ { ¬ã«ìâ¨-
¯«¨ª â¨¢ë¬. �® ¢¢¥¤¥®¬ã á¥£¬¥âã ®¯à¥¤¥-
«¨¬ ª« áá

BQ(A) = {x ∈ Q| (∃a ∈ A) |x| < a}
¨ ¯®áâà®¨¬   ¥¬ ®â®è¥¨¥, ª®â®à®¥ ¬ë  §ë-
¢ ¥¬ A-®â®¦¤¥áâ¢«¥¨¥¬:

(x ∼A y) ⇐⇒ ((∀a ∈ A) |x− y| < 1
a

).

�á«¨ á¥£¬¥â A  ¤¤¨â¨¢¥, â® ¯®áâà®¥®¥
®â®è¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®-
áâ¨. � ªâ®à-ª« áá

∗
AR = BQ(A) / ∼A

 §®¢¥¬ £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© áâàãªâãà®©, ¯®à®-
¦¤¥®© á¥£¬¥â®¬ A. �á®¢ë¬ ¯à¥¤¬¥â®¬
 è¥£® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ï¢«ï¥âáï ¨§ãç¥¨¥ ¢®¯à®-
á  ® â®¬, ª ª¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï ã¦®  «®¦¨âì  
á¥£¬¥â, çâ®¡ë ¯®à®¦¤¥ ï ¨¬ £¨¯¥à¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì ï áâàãªâãà  ¡ë«  ¬ ªá¨¬ «ì® ¯®å®¦   
ª« áá ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«. �  áâ®ïé¥© à -
¡®â¥ ¡ã¤¥â ¯à®¤¥¬®áâà¨à®¢ ®, çâ® ¥á«¨ á¥£-
¬¥â ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥, â®   ∗

AR ¬®¦® áç¨-
â âì á¯à ¢¥¤«¨¢®© «¥¬¬ã �¥©¥-�®à¥«ï, â.¥. ¨§
«î¡®£® ®âªàëâ®£® ¯®ªàëâ¨ï ®£à ¨ç¥®£® ¥¥
®âà¥§ª  ¬®¦® ¢ë¡à âì ª®¥ç®¥ (¢ ®¯à¥¤¥«¥-
®¬ á¬ëá«¥) ¯®¤¯®ªàëâ¨¥.

� ä¨ªá¨àã¥¬ á¥£¬¥â A ¨ ¢áî¤ã ¨¦¥ ¡ã-
¤¥¬ áç¨â âì ¥£®  ¤¤¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ¥ ®£®¢®à¥®
¯à®â¨¢®¥. �á«®¢¨¬áï  ¡®à ®¡ê¥ªâ®¢ B  §ë-
¢ âì A-ª®¥çë¬, ¥á«¨ (∃a ∈ A) B = {x1, ..., xa}.
�á«¨ ¤«ï «î¡®£® a ∈ A ¬®£ãâ ¡ëâì ãª § ë à §-
«¨çë¥ í«¥¬¥âë x1, ..., xa ∈ B, â® B  §®¢¥¬
A-¡¥áª®¥çë¬.

2. � áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥ë¥ á¥¬¥©áâ¢ 
¨¤¥ªá®¢. � «¥¥  ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï à ¡®â âì á
 ¡®à ¬¨ ®¡ê¥ªâ®¢, § ¨¤¥ªá¨à®¢ ë¬¨ ¥ª®-
â®àë¬¨ ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨ á¥¬¥©áâ¢ -
¬¨. �¢¥¤¥¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

� áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®¥ á¥¬¥©áâ¢® ª« áá®¢
Q  §®¢¥¬  ¯à ¢«¥ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
C,D ∈ Q  ©¤¥âáï ª« áá E ∈ Q â ª®©, çâ®
C ≤ E, D ≤ E. �á«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ á¥¬¥©-
áâ¢® Q á®áâ®¨â ¨§ ¯®¤ª« áá®¢ ∗

AR, â® ¤®£®¢®-
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à¨¬áï ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª   Q ®¯à¥¤¥«ïâì ¯®
¢ª«îç¥¨î:

E ≤ D ⇐⇒ D ⊂ E.

� ¯à ¢«¥ë¥ á¥¬¥©áâ¢  ¥¯ãáâëå ª« áá®¢ á
â ª¨¬ ¯®àï¤ª®¬ ¨®£¤  ( ¯à¨¬¥à, ¢ [2])  §ë-
¢ îâ æ¥âà¨à®¢ ë¬¨.

� [3, á. 15] ãª § ®, çâ® ¢ «î¡®¬  ¯à ¢«¥-
®¬ á¥¬¥©áâ¢¥ Q, ¥ ¨¬¥îé¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì®£®
í«¥¬¥â , ¬®¦® ¢ë¡à âì «¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥-
®¥ ¯®¤á¥¬¥©áâ¢® F â ª®¥, çâ®

(∀C ∈ Q) (∃D ∈ F ) C ≤ D. (1)

� ¬¥ç ï, çâ® ¥á«¨ ¢ Q ¥áâì ¬ ªá¨¬ «ìë©
í«¥¬¥â, â® ¬®¦® ¢ë¡à âì F , á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ®¤-
®£® íâ®£® í«¥¬¥â , ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® «¨-
¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ á¥¬¥©áâ¢® á ãá«®¢¨¥¬ (1)
áãé¥áâ¢ã¥â ¢á¥£¤ . �ã¤¥¬, ª ª ¨ ¢ [2, 3],  §ë-
¢ âì F ª®ä¨ «ì®© æ¥¯®çª®© Q.

� áá¬®âà¨¬ ª« áá

XQ = {xC , C ∈ Q}.
�á«¨ á¥¬¥©áâ¢® Q á®áâ®ï«® ¨§ ¯®¤ª« áá®¢

∗
AR, â® ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-
®£® C ∈ Q á¯à ¢¥¤«¨¢® xC ∈ C.

�¥¬¬  1. �ãáâì F { «¨¥©® ã¯®àï¤®-
ç¥®¥ ¯® ¢ª«îç¥¨î A-¡¥áª®¥ç®¥ á¥¬¥©áâ¢®
¯®¤ª« áá®¢ ∗

AR, ¢ ª®â®à®¬ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì®-
£® í«¥¬¥â . �®£¤  ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ F ¬®¦¥â
¡ëâì ¢ë¡à ® A-¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤á¥¬¥©áâ¢® G
â ª, çâ®¡ë ª« áá XG ¡ë« ¡ë ¬®®â®ë¬ ¯®
C ∈ G. �à¨ íâ®¬ ¨«¨ ¤®¯®«¨â¥«ì® ¬®¦®
ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ª« áá XG A-¡¥áª®¥ç¥, ¨«¨
¢ F  ©¤¥âáï í«¥¬¥â U â ª®©, çâ® xU ¢áâà¥-
ç ¥âáï ¢ ª« áá¥ XF ¥®£à ¨ç¥® ¤ «¥ª®, â.¥.
¤«ï ª ¦¤®£® E ∈ F

(∃S(E) ∈ F ) (S(E) > E & xS(E) = xU ). (2)

�â  «¥¬¬  ¯® áãé¥áâ¢ã ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥¨¥¬
«¥¬¬ë 3 ¢ [4] ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥¬ ¦¥ ¬¥â®¤®¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á ç «  ¢ F  ©-
¤¥âáï â ª®¥ D, çâ® ¤«ï «î¡®£® E ≥ D

(∃K(E) ∈ F )(K(E) > E & xK(E) > xE). (3)

�®áâà®¨¬ G = {Da} ⊂ F ¯® ¨¤ãªæ¨¨.
�ãáâì D0 = D,   ¥á«¨ Da ã¦¥ ¯®áâà®¥, â®

Da+1 = K(Da). �®£¤  XG ¯® ¯®áâà®¥¨î ¬®®-
â®® ¢®§à áâ ¥â.

�á«¨ ¦¥ (3)  àãè¥®, â® à áá¬®âà¨¬ á¨âã -
æ¨î, ª®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® D ∈ F  ©¤¥âáï
â ª®© í«¥¬¥â E(D) ∈ F , E(D) ≥ D, çâ®

(∀K > E(D)) (K ∈ F ⇒ xK < xE(D)). (4)

�¤¥áì D0 ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® ¨ ¢®¢ì ¯®
¨¤ãªæ¨¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® Da+1 > E(Da).
�®£¤  ¯à¨ G = {Da} ª« áá XG ã¡ë¢ ¥â.

�®ïâ®, çâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ (3), ¨ ¢ á«ãç ¥ (4)
¢á¥ í«¥¬¥âë ª« áá  XG à §«¨çë ¨ ¯à®æ¥áá ¥£®
¯®áâà®¥¨ï   ¬®¦¥â ®¡®à¢ âìáï   A-ª®¥ç®¬
è £¥ ¢ á¨«ã ãá«®¢¨©,  «®¦¥ëå   F . �ãáâì
¨ â®â, ¨ ¤àã£®© á«ãç © ¥ ¨¬¥îâ ¬¥áâ . �â®
®§ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥âë XF á ¥ª®â®à®£® ¬®¬¥-
â  áâ ¡¨«¨§¨àãîâáï, ¢ ç áâ®áâ¨, á¯à ¢¥¤«¨¢®
á¢®©áâ¢® (2). �¥¬¬  ¤®ª §  .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ (2)  àãè ¥âáï, â® ¯à®æ¥áá
¯®áâà®¥¨ï ¯®¤á¥¬¥©áâ¢  G ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«-
¦¥ ¢ãâà¨ «î¡®£® ª« áá  ¨§ F . �¥¬ á ¬ë¬ ¯®¤-
á¥¬¥©áâ¢® á ¬®®â®ë¬ ª« áá®¬ XG ï¢«ï¥âáï ¢
íâ®© á¨âã æ¨¨ ª®ä¨ «ì®© æ¥¯®çª®© F .

3. �à¥¤¥«ìë¥ â®çª¨. �«ï x ∈ ∗
AR, γ ∈ A

¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥

Uγ(x) = (x− 1
γ

, x + 1
γ

) ⊂ ∗
AR

¨  §®¢¥¬ íâ®â ¨â¥à¢ « γ-®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨
x. � áá¬®âà¨¬  ¯à ¢«¥®¥ á¥¬¥©áâ¢® Q ¯®¤-
ª« áá®¢ ∗

AR. �®çªã z  §®¢¥¬ ¯à¥¤¥«ì®© ¤«ï
XQ, ¥á«¨  ©¤¥âáï â ª ï ª®ä¨ «ì ï æ¥¯®ç-
ª  F á¥¬¥©áâ¢  Q, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® γ ∈ A
á¯à ¢¥¤«¨¢®

(∃Cγ ∈ F ) (∀C ∈ F ) (C ≥ Cγ ⇒ xC ∈ Uγ(z)).

�â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ ®£à ¨ç¨-
â¥«ìë¬, ç¥¬ ®¡é¥¯à¨ïâ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥-
¤¥«ì®© â®çª¨ ¯® �ãàã-�¬¨âã [2], ® ¬ë á®¡¨-
à ¥¬áï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥£® â®«ìª® ¢ à ¬ª å  áâ®-
ïé¥© à ¡®âë.

�¥¬¬  2. �ãáâì ¥ª®â®à®¥  ¯à ¢«¥®¥
á¥¬¥©áâ¢® Q ¯®¤ª« áá®¢ ∗

AR A-¡¥áª®¥ç®. �®£-
¤ , ¥á«¨ XQ ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìëå â®ç¥ª, â®
¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ª®ä¨ «ì®© ¥£® æ¥¯®çª¨ F
¬®¦® ¢ë¡à âì δ ∈ A â ª, çâ® ¤«ï «î¡®£®
C ∈ F ¢ F  ©¤ãâáï E(C) > D(C) ≥ C á ãá«®-
¢¨¥¬

|xD(C) − xE(C)| >
1
δ

.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¥ â ª. �®£¤  ¤«ï
¥ª®â®à®© F ¨ «î¡®£® δ ∈ A  ©¤¥âáï â ª®¥
C(δ) ∈ F , çâ®

(∀D, E ∈ F ) (D, E ≥ C(δ) ⇒ |xD−xE | ≤ 1
δ

). (5)

�®«®¦¨¬ yδ = xC(δ), δ ∈ A. �á®, çâ® ¢ á¨-
«ã (5) íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äã¤ ¬¥â «ì 
¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï [4],   § ç¨â ¨§ à¥§ã«ìâ -
â®¢ íâ®© à ¡®âë á«¥¤ã¥â, çâ® ®  ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« z
¢ ∗

AR.
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� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ a ∈ A ¨ ¢ë¡¥à¥¬
δ ∈ A â ª, çâ®¡ë ¯à¨ γ ∈ A

γ ≥ δ ⇒ |yγ − z| < 1
2a

.

�®£¤  ¯à¨ C ∈ F, C ≥ C(2a) ¨ γ ≥ max{δ, 2a}
¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¥à ¢¥áâ¢  ¨ (5) ¨§¢«¥ª ¥¬

|xC − z| ≤ |xC − yγ |+ |yγ − z| < 1
a

,

®âªã¤  xC ∈ Ua(z), ¨ z { ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  XQ.
�à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â «¥¬¬ã.

�§ «¥¬¬ 1 ¨ 2 ¢ë¢®¤¨¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥-
¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

�¥¬¬  3. �ãáâì A-¡¥áª®¥ç®¥  ¯à ¢«¥-
®¥ á¥¬¥©áâ¢® Q ¯®¤ª« áá®¢ ∗

AR â ª®¢®, çâ®
XQ ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìëå â®ç¥ª. �®£¤  ¯à¨
¥ª®â®à®¬ δ ∈ A ¢ Q ¬®¦¥â ¡ëâì ãª § ®
«¨¥©® ã¯®àï¤®ç¥®¥ A-¡¥áª®¥ç®¥ ¯®¤á¥¬¥©-
áâ¢® T , â ª®¥, çâ® ª« áá Y = {xC , C ∈ T}
áâà®£® ¬®®â®¥ ¯® C, ¨

(∀C, D ∈ T ) (C 6= D ⇒ |xC − xD| > 1
δ

).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¢ Q ª®ä¨ «ì-
ãî æ¥¯®çªã F . �á«¨ ¡ë ®  ¨¬¥«  ¬ ªá¨¬ «ì-
ë© í«¥¬¥â U , â® xU , ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ï¢«ï«áï
¡ë ¯à¥¤¥«ì®© â®çª®© Q, çâ® ¥¢®§¬®¦®. �á«¨
¡ë ¨¬¥«® ¬¥áâ® (2), â® xU á®¢  ®ª § «áï ¡ë ¯à¥-
¤¥«ì®© â®çª®©, ª®â®à ï ®âáãâáâ¢ã¥â ¯® ãá«®-
¢¨î. � ç¨â, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢®§¬®¦®áâì ¢®á¯®«ì§®-
¢ âìáï § ¬¥ç ¨¥¬, á¤¥« ë¬ ¯®á«¥ «¥¬¬ë 1, ¨
¢ë¡à âì ¢ F ª®ä¨ «ìãî æ¥¯®çªã G, ®¡« ¤ -
îéãî áâà®£® ¬®®â®ë¬ ª« áá®¬ XG. � á¨«ã
®¯à¥¤¥«¥¨ï (1) G á ¬® ¡ã¤¥â ª®ä¨ «ì®© æ¥-
¯®çª®© Q. �®íâ®¬ã ¤«ï G ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¡à ®
δ ∈ A ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï «¥¬¬ë 2. �®áâà®¨¬ ¯®¤-
á¥¬¥©áâ¢® T á ¯®¬®éìî ¨¤ãªæ¨¨. �«ï íâ®£®
¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ C ∈ F ¨ á ¯®¬®éìî «¥¬-
¬ë 2 ¯®áâà®¨¬ B0 = D(C), B1 = E(C). �á«¨ Ba

ã¦¥ ¯®áâà®¥®, â® ®¯à¥¤¥«¨¬ Ba+1 = E(Ba).
�®£¤  ¢ á¨«ã ¬®®â®®áâ¨ XG ¯®«ãç ¥¬, çâ®

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì xBa â ª¦¥ ¬®®â® , ¨

|xBa+1 − xBa | > |xE(Ba) − xD(Ba)| >
1
δ
,

çâ® ¯®§¢®«ï¥â, ¢ë¡à ¢ T = {Ba}, § ¢¥àè¨âì ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢®.

�á«¨ (∃s ∈ A) b−a ≤ s, â® ®âà¥§®ª [a, b] ⊂ ∗
AR

 §®¢¥¬ A-®£à ¨ç¥ë¬.
�¥®à¥¬  1. �ãáâì A { ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢-

ë© á¥£¬¥â, [a, b] { A-®£à ¨ç¥ë© ®âà¥§®ª,
Q { A-¡¥áª®¥ç®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¥¯ãáâëå ¯®¤-
ª« áá®¢ [a, b] â ª®¥, çâ® ç áâ¨ç®¥ ã¯®àï¤®ç¨-
¢ ¨¥ ¯® ¢ª«îç¥¨î ¯à¥¢à é ¥â ¥£® ¢  ¯à -
¢«¥®¥ á¥¬¥©áâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® í«¥-
¬¥âë ª« áá  XQ = {xC , C ∈ Q} ¢ë¡à ë â ª,

çâ® (∀C ∈ Q) xC ∈ C. �®£¤  XQ ¨¬¥¥â ¢ [a, b]
¯à¥¤¥«ìãî â®çªã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ¤¥©áâ¢®¢ âì ¬¥-
â®¤®¬ ®â ¯à®â¨¢®£®, ¨ ¯ãáâì ¯à¥¤¥«ìë¥ â®ç-
ª¨ ®âáãâáâ¢ãîâ. �®£¤  ã  á ¥áâì ¢®§¬®¦®áâì
ãª § âì δ ∈ A ¨ ª« áá Y á®£« á® ãâ¢¥à¦¤¥-
¨î «¥¬¬ë 3. �ãáâì s ∈ A ¯®¤®¡à ® â ª, çâ®
b − a ≤ s. �®«®¦¨¬ t = sδ + 1. �â® í«¥¬¥â A
¢ á¨«ã ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®
á¥£¬¥â . �ë¡¥à¥¬ ¨§ A-¡¥áª®¥ç®£® ª« áá  Y
à §«¨çë¥ í«¥¬¥âë y0 < y1 < ... < yt. �®£¤  ¯®
¯à¨ç¨¥ ãª § ®© ¬®®â®®áâ¨

|yt − y0| =
t∑

j=1
|yj − yj−1| ≥ t

δ
> s,

çâ® ®§ ç ¥â ¥¢®§¬®¦®áâì ®¤®¢à¥¬¥®£® ¯®-
¯ ¤ ¨ï y0 ¨ yt ¢ ¨â¥à¢ « [a, b]. �¥®à¥¬  ¤®ª -
§  .

4. �®ªàëâ¨ï. �« áá B ⊂ ∗
AR ãá«®¢¨¬áï

 §ë¢ âì A-®âªàëâë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥£® í«¥¬¥â
á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥¬ ¢¬¥áâ¥ á ¥ª®â®à®© γ-®ªà¥áâ-
®áâìî (γ ∈ A). A-§ ¬ªãâë¬ ª« áá®¬, ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î, ï¢«ï¥âáï â ª®©, ¤®¯®«¥¨¥ ¤® ª®â®-
à®£® A-®âªàëâ®. �á«¨ ¡ã¤¥â ïá®, ® ª ª®¬ á¥£-
¬¥â¥ A ¨¤¥â à¥çì, â® ¤®£®¢®à¨¬áï ã¯®âà¥¡«ïâì
â¥à¬¨ë "®âªàëâë©" ¨ "§ ¬ªãâë©" ¡¥§ ã¯®-
¬¨ ¨ï íâ®£® á¥£¬¥â . � ª ¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬
á«ãç ¥, «î¡®© ®âà¥§®ª ¢¨¤  [a, b] § ¬ªãâ, ¯¥-
à¥á¥ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥¬¥©áâ¢  § ¬ªãâëå
ª« áá®¢ § ¬ªãâ®, ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ®âªàëâëå ¢á¥-
£¤  ®âªàëâ®.

�®çª  z ∈ ∗
AR  §ë¢ ¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®-

¢¥¨ï ª« áá  B, ¥á«¨ (∀γ ∈ A) B ∩ Uγ(z) 6= ∅.
�á«¨ B § ¬ªãâ,   z { ¥£® â®çª  ¯à¨ª®á®¢¥¨ï,
â® z ∈ B, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¢ áâ -
¤ àâëå ªãàá å   «¨§ .

� ¡®à ª« áá®¢ � â ª®©, çâ® ∪� ⊃ B,  §ë¢ -
îâ ¯®ªàëâ¨¥¬ ª« áá  B. �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é-
®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® (∀C ∈ �) C ∩ B 6= ∅.
�ã¤¥¬ ã¯®âà¥¡«ïâì â¥à¬¨ "®âªàëâ®¥ ¯®ªàë-
â¨¥", ¥á«¨ ¢á¥ í«¥¬¥âë � ®âªàëâë¥ ª« ááë.
�ãáâì �1 ⊂ � ¨ �1 ¢á¥ ¥é¥ ¯®ªàëâ¨¥ B. �®-
£¤  �1  §ë¢ ¥âáï ¯®¤¯®ªàëâ¨¥¬ �.

�¥£¬¥â A  §®¢¥¬ HB-á¥£¬¥â®¬ (  á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¯®áâà®¥ãî £¨¯¥à¤¥©-
áâ¢¨â¥«ìãî áâàãªâãàã ∗

AR £¥©¥-¡®à¥«¥¢áª®©),
¥á«¨ «î¡®© A-®£à ¨ç¥ë© ®âà¥§®ª [a, b] ⊂ ∗

AR
¤®¯ãáª ¥â ¢ë¡®à A-ª®¥ç®£® ¯®¤¯®ªàëâ¨ï ¨§
¯à®¨§¢®«ì®£® á¢®¥£® A-®âªàëâ®£® ¯®ªàëâ¨ï.
� ¯®¬¨¬, çâ® ®á®¢®© á¥£¬¥â A £¨¯¥à¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì®© áâàãªâãàë ®¡ï§  ¡ëâì  ¤¤¨â¨¢-
ë¬.
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�¥®à¥¬  2. ∗
AR { £¥©¥-¡®à¥«¥¢áª ï áâàãª-

âãà  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   ¤¤¨â¨¢ë©
á¥£¬¥â A ï¢«ï¥âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á ç «  A ¥ ¬ã«ì-
â¨¯«¨ª â¨¢¥. �®£¤  ãª ¦¥¬ t, s ∈ A â ª¨¥, çâ®
ts 6∈ A. �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨-
â âì t ç¥âë¬. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©
á¨âã æ¨¨ ts/2 6∈ A ¢ á¨«ã  ¤¤¨â¨¢®áâ¨ ®á®¢-
®£® á¥£¬¥â . � áá¬®âà¨¬ ¯à¨ x ∈ [−t/2, t/2]
¨â¥à¢ «ë

ξx = (x− 1
s
, x + 1

s
).

�ç¥¢¨¤®, çâ® � = {ξx, x ∈ [−t/2, t/2]}−
®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ A-®£à ¨ç¥®£® ®âà¥§ª 
[−t/2, t/2]. �® ¯®áª®«ìªã ¤«¨  ª ¦¤®£® í«¥¬¥-
â  ¯®ªàëâ¨ï á®áâ ¢«ï¥â 2/s,   ¤«¨  ¢á¥£® ®âà¥§-
ª  t, â® ¤«ï ¯®ªàëâ¨ï ¢á¥£® ®âà¥§ª  ¯®âà¥¡ã¥âáï
¥ ¬¥¥¥ ts/2 í«¥¬¥â®¢, â.¥. «î¡®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥
� ®¡ï§ â¥«ì® A-¡¥áª®¥ç®.

�¡à â®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® á¥£¬¥â A ¬ã«ìâ¨-
¯«¨ª â¨¢¥, [a, b] { A- ®£à ¨ç¥ë© ®âà¥§®ª ¨ �
{ ¥£® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥. � áá¬®-
âà¨¬  ¡®à ¢á¥å A-ª®¥çëå ®¡ê¥¤¨¥¨© ¥£®
¯®¤ª« áá®¢, ¨ ¯ãáâì á¥¬¥©áâ¢® Q á®áâ ¢«¥® ¨§
¤®¯®«¥¨© ¤® íâ¨å ®¡ê¥¤¨¥¨©. �á«¨ � ¥ á®-
¤¥à¦¨â A-ª®¥ç®£® ¯®¤¯®ªàëâ¨ï, â® Q á®áâ®-
¨â ¨§ ¥¯ãáâëå § ¬ªãâëå ª« áá®¢. �®áª®«ìªã
Q á®¤¥à¦¨â ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå «î¡ëå á¢®¨å í«¥-

¬¥â®¢, â® íâ®  ¯à ¢«¥®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯à¨ ã¯®-
àï¤®ç¨¢ ¨¨ ¥£® í«¥¬¥â®¢ ¯® ¢ª«îç¥¨î.

�á«¨ ¡ë ∩Q 6= ∅, â® ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
íâ®£® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¥ «¥¦ « ¡ë ¨ ¢ ®¤®¬ ¨§
A-ª®¥çëå (¢ ç áâ®áâ¨, ®¤®í«¥¬¥âëå) ®¡ê-
¥¤¨¥¨© í«¥¬¥â®¢ �, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã,
çâ® íâ® ¯®ªàëâ¨¥. �â ª, ¢ë¯¨á ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥-
¨¥ ¯ãáâ®.

�®áâà®¨¬

X = {xB , B ∈ Q} ⊂ [a, b]

â ª, çâ®¡ë (∀B) xB ∈ B. �®£« á® ãâ¢¥à¦¤¥-
¨î â¥®à¥¬ë 1, ª« áá X ¨¬¥¥â ¢ [a, b] ¯à¥¤¥«ì-
ãî â®çªã z. �ãáâì γ ∈ A, B ∈ Q ¢ë¡à ë
¯à®¨§¢®«ì®. �®£¤   ©¤¥âáï C ∈ Q, C ⊂ B
â ª®¥, çâ® xC ∈ Uγ(z), ®âªã¤ 

∅ 6= C ∩ Uγ(z) ⊂ B ∩ Uγ(z),

â.¥. z ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯à¨ª®á®¢¥¨ï B, çâ® ¢
á¨«ã § ¬ªãâ®áâ¨ íâ®£® ª« áá  ®§ ç ¥â z ∈ B.
�®áª®«ìªã B ¡ë« ¯à®¨§¢®«ìë¬ ª« áá®¬ ¨§ Q,
íâ® ¥¬¥¤«¥® ¯à¨¢®¤¨â ª ¢ë¢®¤ã ® â®¬, çâ®
∩Q 6= ∅,   ¥¢®§¬®¦®áâì íâ®£® ¡ë«  ã¦¥ ãáâ -
®¢«¥ . �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ -
¥â  «¨ç¨¥ áà¥¤¨ í«¥¬¥â®¢ Q ¯ãáâ®£® ª« áá ,
â.¥. ¢®§¬®¦®áâì ¯®áâà®¥¨ï A-ª®¥ç®£® ¯®¤-
¯®ªàëâ¨ï [a, b]. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�¨¡«¨®£à ä¨ç¥áª¨© á¯¨á®ª

1. �®¯¥ª  �. �«ìâ¥à â¨¢ ï â¥®à¨ï ¬®-
¦¥áâ¢. �®¢ë© ¢§£«ï¤   ¡¥áª®¥ç®áâì. {
�®¢®á¨¡¨àáª, 2004.

2. �¥««¨ �¦.�. �¡é ï â®¯®«®£¨ï. { �., 1968.

3. �¨àª£®ä �. �¥®à¨ï áâàãªâãà. { �., 1952.
4. �à®®¢ �.�. � á¢®©áâ¢¥ äã¤ ¬¥â «ì®áâ¨

á¥£¬¥â®¢ ª« áá   âãà «ìëå ç¨á¥« // �§-
¢¥áâ¨ï �«â��. { 2009.{ ü1.

20


