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� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¢ à ¬ª å ¨â¥à¢ «ì®£®
  «¨§ . � áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¡®¡é¥¨¥ ¨â¥à-
¢ «ì®£® ¬¥â®¤  � ãáá -�¥©¤¥«ï   á«ãç ©
ª®¬¯«¥ªáëå ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢. �®ª §ë¢ -
¥âáï íää¥ªâ¨¢®áâì ¬¥â®¤  ¨ ãáâ  ¢«¨¢ îâáï
£à ¨æë ¥£® ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨.

�«îç¥¢ë¥ á«®¢  : ¨â¥à¢ «ìë©   «¨§, ¬¥-
â®¤ � ãáá -�¥©¤¥«ï, ª®¬¯«¥ªáë¥ ¨â¥à¢ «ë.

The work is made in accordance with interval
iterations method. Generalization of the Gauss-
Seidel interval method is examined in a case of
circular complex sets. The author proves the e�-
ciency of this method and set up its applicability
range.
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�¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¤¨¬ ¨§
ª« áá¨ç¥áª¨å á¯®á®¡®¢ ãç¥â  ¥®¯à¥¤¥«¥®áâ¥©
ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¨â¥à¢ «ì®£®   «¨-
§ , ®¡« ¤ îé¥£® àï¤®¬ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ á ¢ëç¨á«¨-
â¥«ì®© â®çª¨ §à¥¨ï. �¤®¡áâ¢® ¨â¥à¢ «ì®£®
¯®¤å®¤  (¢ ª®â®à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á®¢®£® ®¡ê¥ªâ 
¡¥à¥âáï ¨â¥à¢ «) ¯à¨¢¥«® ª â®¬ã, çâ® ¢  áâ®-
ïé¨© ¬®¬¥â ¬¥â®¤ë à ¡®âë á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë-
¬¨ ¨â¥à¢ «ìë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ãà ¢¥¨© å®à®-
è® à §à ¡®â ë. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ àï¤ § ¤ ç ¯à¨¢®-
¤¨â ª § ¤ ç ¬ á® áå®¦¨¬ â¨¯®¬ ¥®¯à¥¤¥«¥®-
áâ¨  ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«. �à¨¬¥à ¬¨
¬®£ãâ á«ã¦¨âì § ¤ ç¨ ¬¥§®¬¥å ¨ª¨ [1], ®æ¥ª¨
¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª®© ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ¨«¨ â¥¯«®¯¥à¥-
®á  [2] ¨ ¤à. �«ï ª®¬¯«¥ªá®£® á«ãç ï â¥®à¨ï
à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ ¤ ¦¥ «¨¥©ëå ¨â¥à¢ «ìëå
ãà ¢¥¨© à §¢¨â  ¢ § ç¨â¥«ì® ¬¥ìè¥© áâ¥-
¯¥¨. �á«¨ ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬ á«ãç ¥ ¯®ïâ¨¥
¨â¥à¢ «  ¥áâ¥áâ¢¥®, â® ¢ ª®¬¯«¥ªá®¬ ¯®¤®¡-
®£® ¥¤¨áâ¢  ¥â. � à §«¨çëå à ¡®â å ¢ ª -
ç¥áâ¢¥ ¡ §®¢®£® ®¡ê¥ªâ  ¢ëáâã¯ îâ ª ª ªàã£¨
  ª®¬¯«¥ªá®© ¯«®áª®áâ¨ (ªàã£®¢ë¥ ¨â¥à¢ -
«ë), â ª ¨ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ «¨¡® ¡®«¥¥ á«®¦ë¥
®¡ê¥ªâë,  ¯à¨¬¥à, ªàã£®¢ë¥ á¥ªâ®à  (á¬.,  -
¯à¨¬¥à [3]), ªàã£®¢ë¥ ª®«ìæ  [4] ¨ â®¬ã ¯®¤®¡-
ë¥ ®¡ê¥ªâë, â ª ¨«¨ ¨ ç¥ ¤®¯ãáª îé¨¥ § -
¤ ¨¥ ç¥à¥§ ¨â¥à¢ «ìë¥ ¯ à ¬¥âàë. �á®¢-
ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¤ ®© à ¡®âë ¡ã¤¥â ªàã£®¢®©
ª®¬¯«¥ªáë© ¨â¥à¢ « 〈c, r〉 (£¤¥ r ≥ 0, r ∈
R) { ªàã£®¢ ï ®¡« áâì ª®¬¯«¥ªá®© ¯«®áª®áâ¨
{x ∈ C : |x− c| ≤ r}. (� «¥¥ ¨â¥à¢ «ë ¨ ¨-
â¥à¢ «ìë¥ ®¡ê¥ªâë ¢áî¤ã ®¡®§ ç îâáï ¦¨à-

ë¬ èà¨äâ®¬). �¥§ã«ìâ â®¬  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®©
®¯¥à æ¨¨  ¤ ¨â¥à¢ « ¬¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  ¨-
¬¥ìè¨© ¯® ¢ª«îç¥¨î ¨â¥à¢ « ¤ ®£® â¨¯ ,
¢ª«îç îé¨© ¢ á¥¡ï ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å à¥§ã«ìâ â®¢
íâ®©  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ®¯¥à æ¨¨  ¤ ¯à¥¤áâ ¢¨-
â¥«ï¬¨ ¤ ëå ¨â¥à¢ «®¢. �®¤ ®¯¥à â®à ¬¨
rad ¨ mid ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ¢ë¤¥«¥¨¥ à ¤¨ãá  r ¨
æ¥âà  c ¨â¥à¢ «  〈c, r〉; ¯®¤ ¬®¤ã«¥¬ ¨â¥à¢ -
«  |〈c, r〉| { ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«® |c|+ r. � ¤ «ì-
¥©è¨å à ááã¦¤¥¨ïå ¡ã¤¥â ¨£à âì à®«ì ®¯à¥-
¤¥«¥¨¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢:

〈a, r〉 · 〈b,R〉 = 〈ab, |a|R + |b|r + Rr〉,
¨ ¥£® ¯àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥:

〈a, r〉 · 〈b, cR〉 ⊇ 〈ab, crR〉,
  â ª¦¥ ä®à¬ã«  ¤«ï ®¡à é¥¨ï ª®¬¯«¥ªá®£®
®«ì¥á®¤¥à¦ é¥£® ªàã£®¢®£® ¨â¥à¢ « :

1
〈a, r〉 = 〈 a∗

|a|2 − r2 ,
r

|a|2 − r2 〉.

(�¢¥§¤®çª  ¢ ¯®á«¥¤¥© ä®à¬ã«¥ ®§ ç ¥â á®-
¯àï¦¥¨¥). �®¬¨¬® íâ®£®, ®¡à â¨¬ ¢¨¬ ¨¥
â ª¦¥   ãá«®¢¨¥ ¢ª«îç¥¨ï:

〈a, r〉 ⊆ 〈b,R〉 ⇔ |b− a| ≤ R− r.

� «¥¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©
¢¨¤  Ax = b, £¤¥ A { ¨â¥à¢ «ì ï ¬ âà¨æ 
à §¬¥à®áâ¨ m × n,   b { ¨â¥à¢ «ìë© ¢¥ª-
â®à ¤«¨ë m. �«ï á¨áâ¥¬ ¯®¤®¡®£® à®¤  ¥â
®¤®§ ç®£® ¯®ïâ¨ï à¥è¥¨ï, â ª ª ª § ¤ ç 
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¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâ ¢«¥  ¨ ¢ ¢¨¤¥  å®¦¤¥¨ï x,
¯®¤å®¤ïé¥£® ¤«ï «î¡®£® § ç¥¨ï, ¢å®¤ïé¥£® ¢
¨â¥à¢ «ë ¯à ¢®© ¨ «¥¢®© ç áâ¥©, â ª ¨ ¤«ï å®âì
ª ª®£®-â® ¨§ § ç¥¨©, ¯®¯ ¤ îé¨å ¢ íâ¨ ¨â¥à-
¢ «ë, ¨ â.¤. � ¤ ®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì â ª  §ë¢ ¥¬®¥ ®¡ê¥¤¨¥®¥
¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨©:

�uni(A, b) = {x ∈ C|∃A ∈ A, ∃b ∈ B : Ax = b},

ª®â®à®¥ ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¯à®áâ® ¬®¦¥-
áâ¢®¬ à¥è¥¨©. �®áª®«ìªã á ¬¨ ¯® á¥¡¥ ¬®-
¦¥áâ¢  à¥è¥¨© ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¢¥áì¬  ¯à¨çã¤«¨-
¢ãî ä®à¬ã ¤ ¦¥ ¤«ï § ¤ ç ¬ «®© à §¬¥à®áâ¨,
®¡ëç® ¢ ¨â¥à¢ «ìëå ¬¥â®¤ å ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â-
áï  å®¦¤¥¨¥ ¬¨¨¬ «ì®£® ¨â¥à¢ « , ¢ª«î-
ç îé¥£® ¤ ®¥ ¬®¦¥áâ¢® (¢¥è¥¥ ®æ¥¨¢ -
¨¥) ¨«¨ ¬ ªá¨¬ «ì®£® ¯® ¢ª«îç¥¨î, æ¥«¨ª®¬
á®¤¥à¦ é¥£®áï ¢ ¥¬ (¢ãâà¥¥¥ ®æ¥¨¢ ¨¥).

�â¥à¢ «ìë© ¬¥â®¤ � ãáá -�¥©¤¥«ï.
�àï¬®© ¯¥à¥®á ¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ ãà ¢-
¥¨© á "â®ç¥ç®£®" á«ãç ï   ¨â¥à¢ «ìë©
®¡ëç® ¥¯à®¤ãªâ¨¢¥ ¤ ¦¥ ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬
á«ãç ¥ { â ª ¯àï¬®©   «®£ ¬¥â®¤  � ãáá  (¯®-
«ãç¥ë© § ¬¥®© ®¡ëçëå ®¯¥à æ¨©   ¨-
â¥à¢ «ìë¥) "à §¢ «¨¢ ¥âáï" ã¦¥   ¥ª®â®àëå
ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ å à §¬¥à®áâ¨ 3. �¥¬ ¥ ¬¥-
¥¥ áãé¥áâ¢ãîâ ã¤ çë¥ ®¡®¡é¥¨ï, ¢ ç¨á«¥ ª®-
â®àëå å®à®è® ¨§ãç¥ë© ¬¥â®¤ � ãáá -�¥©¤¥«ï
¤«ï ¢¥è¥£® ®æ¥¨¢ ¨ï ¬®¦¥áâ¢ à¥è¥¨©.
�«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® á«ãç ï ¥£®  «£®à¨â¬ ¬®¦-
® ®¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ¯á¥¢¤®ª®¤®¬:

�  ¢å®¤¥: á¨áâ¥¬  Ax = b,  ç «ì ï ®æ¥-
ª  ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨© y á è¨à¨®© d, âà¥¡ã¥¬ ï
â®ç®áâì ε.
1 DO WHILE d > ε
2 FOR i = 1 TO n
3 yi = xi ∩ (bi −

∑i−1
j=1 aijyj −

∑n
j=i+1 aijyj)/aii

4 IF xi = ∅ THEN STOP (�¥è¥¨© ¥â)
5 END IF
6 END FOR
7 d = dist(x, y)
8 x = y
9 END DO

�«îç¥¢ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¤«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®£® á«ãç ï ï¢«ïîâáï â¥®à¥¬  � àâ -�ã¤¨£ 
[6], ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ¢ ¨á-
å®¤®© á¨áâ¥¬¥ ®â®á¨âáï ª ª« ááã â ª  §ë¢ ¥-
¬ëå M-¬ âà¨æ, â® ¬¥â®¤ � ãáá -�¥©¤¥«ï áå®¤¨â-
áï ª ®¯â¨¬ «ì®© ¢¥è¥© ®æ¥ª¥ ¤«ï «î¡®£®
 ç «ì®£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï, ¢ª«îç îé¥£® ¤ ®¥
¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨©, ¨ â¥®à¥¬  �®©¬ ©¥à  [5],
ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® ¥á«¨ ¨áå®¤ ï ¬ âà¨æ  ¥
®â®á¨âáï ª ª« ááã H-¬ âà¨æ (®¡®¡é îé¨å ¯®-
ïâ¨¥ �-¬ âà¨æ), â® áãé¥áâ¢ã¥â áª®«ì ã£®¤®

è¨à®ª ï  ç «ì ï ®æ¥ª , ¥ ã«ãçè ¥¬ ï ¬¥-
â®¤®¬ � ãáá -�¥©¤¥«ï.

� áá¬®âà¨¬ ª®¬¯«¥ªáãî á¨áâ¥¬ã ¨â¥à-
¢ «ìëå «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© Ax = b, £¤¥ A {
ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  à §¬¥à®áâ¨ n, ª®¬¯®¥-
â ¬¨ ª®â®à®© á«ã¦ â ª®¬¯«¥ªáë¥ ªàã£®¢ë¥ ¨-
â¥à¢ «ë (¢®§¬®¦®, ¢ëà®¦¤¥ë¥), b {   «®-
£¨çë© ¢¥ªâ®à ¯à ¢ëå ç áâ¥©. �à¥¤¯®«®¦¨¬
â ª¦¥, çâ® í«¥¬¥âë £« ¢®© ¤¨ £® «¨ ¬ âà¨-
æë á¨áâ¥¬ë ¥ ï¢«ïîâáï ã«ìá®¤¥à¦ é¨¬¨ ¨-
â¥à¢ « ¬¨.

�®¬¯«¥ªáë© á«ãç ©. � ãç¥â®¬ â®£®,
çâ® ¤«ï ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢ ®¯à¥¤¥«¥ë ¢á¥
®¯¥à æ¨¨, § ¤¥©áâ¢®¢ ë¥ ¢  «£®à¨â¬¥ � ãáá -
�¥©¤¥«ï, ¬®¦® ¯®¯à®¡®¢ âì ®áãé¥áâ¢¨âì ¥£®
¯¥à¥®á   ª®¬¯«¥ªáë© á«ãç ©. �¤¨áâ¢¥ë¬
¯à®¡«¥¬ë¬ ¬®¬¥â®¬ ¡ã¤¥â ¢§ïâ¨¥ ¯¥à¥á¥ç¥-
¨ï ¢ æ¨ª«¥ FOR { ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå ªàã£®¢ëå
¨â¥à¢ «®¢ ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ªàã£®-
¢ë¬ ¨â¥à¢ «®¬. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ íâ  ¯à®¡«¥¬ 
¬®¦¥â ¡ëâì ¥©âà «¨§®¢   ¯ãâ¥¬ § ¬¥ë ¯¥-
à¥á¥ç¥¨ï   ¥£® ®¡®«®çªã (hull) { ¬¨¨¬ «ìë©
ªàã£®¢®© ¨â¥à¢ «, ¢ª«îç îé¨© ¤ ®¥ ¬®¦¥-
áâ¢®.

�â¢¥à¦¤¥¨¥. � á«ãç ¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤¢ãå
ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢, ®¡®«®çª  ®â ¨å ¬®¦¥â
¡ëâì ¢ë¯¨á   ï¢®:

hull(〈c1, r1〉, 〈c2, r2〉) = 〈z, R〉,
£¤¥

R =
√

(r1 + r2 + |c1 − c2|)(r1 + r2 − |c1 − c2|)
2√

(r1 − r2 + |c1 − c2|)(r2 + |c1 − c2| − r1)
||c1 − c2|| ,

z = c1
√

r22 −R2 + c2
√

r12 −R2
√

r22 −R2 +
√

r12 −R2 .

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®¤ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥¬ ªàã£®¢ëå
¨â¥à¢ «®¢ ¢áî¤ã ¡ã¤¥â ¯®¨¬ âìáï ®¡®«®çª 
¯¥à¥á¥ç¥¨ï.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ªàã-
£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢ à ¤¨ãá ®¡®«®çª¨ § ¢¥¤®¬® ¥
¯à¥¢®áå®¤¨â ¬¥ìè¥£® ¨§ à ¤¨ãá®¢ ¯¥à¥á¥ª ¥-
¬ëå ¨â¥à¢ «®¢.

�¥®à¥¬  1. �®áâà®¥ë© ®¯¨á ë¬ ¢ëè¥
á¯®á®¡®¬   «®£ ¬¥â®¤  � ãáá - �¥©¤¥«ï ï¢«ï¥â-
áï ¬¥â®¤®¬ ã«ãçè¥¨ï ¢¥è¥© ®æ¥ª¨ ¬®¦¥-
áâ¢  à¥è¥¨© (ª ª ¬¨¨¬ã¬ ¥ ãåã¤è ï ¥¥  
ª ¦¤®¬ è £¥).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x { ¢¥èïï ®æ¥-
ª  ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨©, z ∈ �uni ∩ x, â®£¤  ¤«ï
¥ª®â®àëå A ∈ A ¨ b ∈ b Az = b, â.¥.

n∑

i=1
aijzi = bi.
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�¥à¥®áï ¢ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ íâ¨å à ¢¥áâ¢ ¢á¥ á« -
£ ¥¬ë¥, ªà®¬¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤¨ £® «ìë¬
í«¥¬¥â ¬ ¬ âà¨æë, ¨ ¯à®¨§¢®¤ï ¤¥«¥¨¥ (¤®-
¯ãáâ¨¬®¥, â ª ª ª ¤¨ £® «ìë¥ ¨â¥à¢ «ë ¥
á®¤¥à¦ â ã«¥©), ¯®«ãç¨¬:

zi = (bi −
∑

i 6=j

aijzj)/aii.

�® ¢¢¥¤¥®¬ã ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î ¤¥©áâ¢¨©
 ¤ ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ¨â¥à¢ « ¬¨, ¯®¤®¡®¥ ¢ë-
à ¦¥¨¥ «¥¦¨â ¢ ¯à¥¤¥« å ¨â¥à¢ « 

x′i = (bi −
∑

i6=j
aijzj)/aii,

â.¥. zi ∈ x′i, ®âªã¤  �uni ⊆ x′, â.¥. x′ { ®¢ ï
¢¥èïï ®æ¥ª  �uni. � ª ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¥¥
á® áâ à®© ®¡®«®çª®© ¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â à ¤¨ãá,  
¤ ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¨ ¥áâì à¥§ã«ìâ â ¯à¨¬¥¥-
¨ï ¯®áâà®¥®£® ¬¥â®¤ , â® ¬¥â®¤ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â
¥ãåã¤è¥¨¥ ®æ¥ª¨   ª ¦¤®¬ è £¥. �¥®à¥¬ 
¤®ª §  .

� á®¦ «¥¨î, âà ¤¨æ¨®ë© ¤«ï ¨â¥à¢ «ì-
ëå ¬¥â®¤®¢ "íää¥ªâ ®¡¥àâë¢ ¨ï" ¯à®ï¢«ï¥â-
áï ¨ ¢ íâ®¬ ¬¥â®¤¥, ¯à¨ç¥¬ á¨«ì¥¥, ç¥¬ ¤«ï
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® á«ãç ï, â ª ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
¥¢ëà®¦¤¥ëå ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢ á ¬® ¯®
á¥¡¥ ï¢«ï¥âáï ®¡®«®çª®© â®ç®£® à¥§ã«ìâ â .

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ®£à ¨ç¥¨ï ¯à¥¤« £ ¥-
¬®£® ¬¥â®¤ . �¥®à¥¬  �®©¬ ©¥à  ¢ ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®¬ á«ãç ¥ ¨á¯®«ì§ã¥â ¯®ïâ¨¥ H-¬ âà¨æë,
®¡®¡é îé¥¥ ¯®ïâ¨¥ ¬ âà¨æë ¬®®â®®£® ¢¨-
¤  (�-¬ âà¨æë), ª®â®à®¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢¢¥¤¥®
à §«¨çë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨, ® ¢ ª®¥ç®¬ ¨â®£¥ á¢®-
¤¨âáï ª ¯à¥®¡« ¤ ¨î ¤¨ £® «¨ ¬ âà¨æë  ¤
¯à®ç¥© ç áâìî ¢ á¯¥ªâà «ì®¬ á¬ëá«¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �ã¤¥¬  §ë¢ âì �-¬ âà¨æ¥©
ª¢ ¤à âãî ¬ âà¨æã ª®¬¯«¥ªáëå ªàã£®¢ëå
¨â¥à¢ «®¢ à §¬¥à®áâ¨ n, ¤«ï ª®â®à®© ∀U {
¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ª®¬¯«¥ªáëå ªàã£®¢ëå ¨-
â¥à¢ «®¢ à §¬¥à®áâ¨ n, mid(Ui) = 0 { ¢ë¯®«-
ï¥âáï ãá«®¢¨¥ |∑i 6=j aijUj| < |aiiUi|.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¨â¥à¢ «ìëå
ãà ¢¥¨© Ax = 0 ¬ âà¨æ  A ¥ ï¢«ï¥âáï
�-¬ âà¨æ¥©, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨áå®¤ ï ¢¥èïï
®æ¥ª  x ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë, á®
áª®«ì ã£®¤® è¨à®ª¨¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨, ¥ ã«ãç-
è ¥¬ ï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ª®¬¯«¥ªá®£®   «®£  ¬¥-
â®¤  � ãáá -�¥©¤¥«ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¬ âà¨æ  A ¥ ®â-
®á¨âáï ª ª« ááã �-¬ âà¨æ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áã-
é¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à U á ã«¥¢ë¬¨ æ¥-
âà ¬¨ ¨â¥à¢ «®¢, ¤«ï ª®â®à®£®

|
∑

i6=j

aijUj| ≥ |aiiUi|.

� áá¬®âà¨¬ ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à U′, á¢ï-
§ ë© á U á®®â®è¥¨¥¬ mid(U′

i) =
mid(Ui), rad(U′

i) = c · rad(Ui), £¤¥ c > 1.
∑

i 6=j

aijU′
j ⊇ aiiU′

i,

¤«ï ¢á¥å i = 1, 2 . . . n.
�®§ì¬¥¬  ç «ì®© ®æ¥ª®© ¬®¦¥áâ¢  à¥-

è¥¨© ¢¥ªâ®à U′. �¥à¢®© ª®¬¯®¥â®© á«¥¤ã-
îé¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¯® ¬¥â®¤ã � ãáá -�¥©¤¥«ï
¡ã¤¥â ¨â¥à¢ «

y′1 = U′
1 ∩ (0−

n∑

j=2
a1jU′

j)/a11.

�® ¨§ ¢ª«îç¥¨ï ¢ëè¥ ¨ á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨©
 ¤ ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ¨â¥à¢ « ¬¨ á«¥¤ã¥â, çâ®:

(−
n∑

j=2
a1jU′

j)/a11 ⊇ U′
1.

�®ª ¦¥¬ íâ®. �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨¥ ¢ª«îç¥¨ï.

mid(
n∑

j≥2
a1jU′

j − a11U′
1) = 0,

¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î U ª ª æ¥âà¨à®¢ ®£®   ã«¥.

rad(
∑

j≥2
a1jU′

j)− rad(a11U′
1) =

= c · rad(
∑

j≥2
a1jUj)− rad(a11U1) ≥ 0,

®âªã¤ 

|mid(
n∑

j≥2
a1jU′

j − a11U′
1| ≤

≤ rad(
∑

j≥2
a1jU′

j)− rad(a11U′
1)).

�â®£® y′1 = U′1, â.¥. ã«ãçè¥¨ï ®æ¥ª¨ ¯®
¯¥à¢®© ª®®à¤¨ â¥ ¥ ¯à®¨áå®¤¨â. � «®£¨ç-
ë¥ à ááã¦¤¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ ®âáãâáâ¢¨¥ ã«ãç-
è¥¨ï ®æ¥ª¨ ¯® ª ¦¤®© ¨§ ¯à®ç¨å ª®®à¤¨ â.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, y′ = U′, â.¥. ®æ¥ª  U′, ¬®£ãé ï
¡ëâì áª®«ì ã£®¤® "à áè¨à¥®©" §  áç¥â ã¢¥-
«¨ç¥¨ï ª®áâ âë c, ¥ ¯®¤¤ ¥âáï ã«ãçè¥¨î
á ¯®¬®éìî ª®¬¯«¥ªá®£®   «®£  ¬¥â®¤  � ãáá -
�¥©¤¥«ï. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�¥®à¥¬  2 ¨£à ¥â ¤«ï ¬¥â®¤  � ãáá -�¥©¤¥«ï
¢ ª®¬¯«¥ªá®¬ á«ãç ¥ âã ¦¥ à®«ì, çâ® ¨ â¥®-
à¥¬  �®©¬ ©¥à  ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬, ®£à ¨ç¨-
¢ ï ª« áá ¬ âà¨æ,   ª®â®à®¬ ¤ ë© ¬¥â®¤ ¡ã-
¤¥â íää¥ªâ¨¢¥. �â¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¬®¦¥â
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¡ëâì ®¡®¡é¥®   á«ãç © ¥ã«¥¢®© ¯à ¢®© ç -
áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �ã¤¥¬  §ë¢ âì ª¢ ¤à âãî
¬ âà¨æã ª®¬¯«¥ªáëå ªàã£®¢ëå ¨â¥à¢ «®¢ áã-
é¥áâ¢¥® ®â«¨ç®© ®â �-¬ âà¨æë á ª®íää¨æ¨-
¥â®¬ ®â«¨ç¨ï τ , ¥á«¨ ¤«ï ¥¥ ∃U, mid(Ui) = 0,
â ª®©, çâ® |∑i 6=j aijUj| > τ |aiiUi|.

�â¢¥à¦¤¥¨¥. � á¨áâ¥¬¥ ¨â¥à¢ «ìå
ãà ¢¥¨© Ax = b á ¯à®¨§¢®«ì®© ¯à ¢®© ç -
áâìî b ¯à¨ ¬ âà¨æ¥ A, áãé¥áâ¢¥® ®â«¨ç®©
®â �-¬ âà¨æë á ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¡®«ìè¨¬ ¥ª®-
â®à®£® § ç¥¨ï, áãé¥áâ¢ãîâ áª®«ì ã£®¤® è¨-
à®ª¨¥  ç «ìë¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨ï, ¥ ã«ãçè ¥¬ë¥
¬¥â®¤®¬ � ãáá -�¥©¤¥«ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � «®£¨ç® â¥®à¥¬¥ 2
¢®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥  ç «ì®£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï
¢¥ªâ®à U′, ¯®«ãç¥ë© "à §¤ã¢ ¨¥¬" à ¤¨ãá®¢
ª®¬¯®¥â U ¢ c à §. �«ãçè¥¨ï ¯® ¯¥à¢®© ª®¬-
¯®¥â¥ ¥ ¯à®¨§®©¤¥â, ¥á«¨

b1 −
n∑

j=2
a1jU′

j/a11 ⊇ U′
1.

�¡®§ ç¨¢ rad(Ui) = Ri , rad(aij) = rij ¨ à á-
¯¨á ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¯® ¯à ¢¨« ¬
¤¥©áâ¢¨©  ¤ ªàã£®¢ë¬¨ ¨â¥à¢ « ¬¨, ¯®«ãç¨¬:

〈0, cR1〉 ⊆ 〈mid(b1), rad(b1)+

+c(|mid(a11)|+ r2
11)

|mid2(a11)| − r2
11

n∑

j=2
|a1j|Rj 〉,

çâ® á ãçñâ®¬ ãá«®¢¨© ¢ª«îç¥¨ï ¯à¥¢à é ¥âáï
¢

|mid(bi)| ≤ cR1 + rad(b1)+

+c(|mid(a11)|+ r2
11)

|mid2(a11)| − r2
11

n∑

j=2
|a1j|Rj .

� ª «¥£ª® § ¬¥â¨âì, ¯à ¢ ï ç áâì ¥à ¢¥-
áâ¢  à áâ¥â á à®áâ®¬ c, ¥á«¨

R1 − |mid(a11)|+ r2
11

|mid2(a11)| − r2
11

n∑

j=2
|a1j|Rj > 0,

â® ¥áâì

τ >
|mid(a11)|+ r2

11
|mid2(a11)| − r2

11
.

�  áç¥â ã¢¥«¨ç¥¨ï c â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬®¦®
¯®«ãç¨âì áª®«ì ã£®¤® è¨à®ª®¥ ¯® ¯¥à¢®© ª®-
®à¤¨ â¥  ç «ì®¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥, ¥ ã«ãçè ¥-
¬®¥ ¬¥â®¤®¬ � ãáá -�¥©¤¥«ï. �à®¤¥« ¢   «®-
£¨çë¥ ¤¥©áâ¢¨ï á ¯à®ç¨¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ ¨ ¢ë-
¡à ¢ τ , ¯®¤å®¤ïé¥¥ ¯®¤ ¢á¥ ®£à ¨ç¥¨ï, ¯®«ã-
ç¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A, áãé¥áâ¢¥®
®â«¨ç®© ®â �-¬ âà¨æë c ª®íää¨æ¨¥â®¬ ®â«¨-
ç¨ï τ ¨ ¡®«¥¥, ¬®¦® ¯®¤®¡à âì áª®«ì ã£®¤®
è¨à®ªãî ®æ¥ªã, ¥ ã«ãçè ¥¬ãî à áá¬ âà¨¢ -
¥¬ë¬ ¬¥â®¤®¬. �â¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.
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