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Рассматриваются задачи начальных этапов син-

теза дискретных систем управления с коррекцией 
состояния в случае, когда алгоритм управления мо-
жет быть представлен в виде разложения по базис-
ной системе функций времени с точностью до весо-
вых коэффициентов, оптимальные значения кото-
рых определяются из критерия оптимальности 
управления.  
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Исследуются алгоритмические проблемы на-
чальных этапов синтеза дискретных систем управ-
ления с коррекцией состояния [1] в случае, когда 
алгоритм управления может быть представлен 
в виде разложения по базисной системе функций 
времени с точностью до весовых коэффициентов, 
оптимальные значения которых определяются из 
критерия оптимальности управления.  

Пусть управление выбирается из условия мак-
симизации некоторого критерия F(y(t), v(t), x(t)), 
который явно от параметра времени t не зависит. 
Здесь y(t) = f(x(t), v(t)) – зависимость выходной 
переменной объекта y(t) от управления и возму-
щения. 

Рассмотрим «идеальное управление» u*(t), ко-
торое отыскивается решением задачи параметричес-
кой оптимизации  ( ) ( )( )* arg max { , , /u t F y x t v y= =

( )( ), , }f x t v v V= ∈

]

. Пусть идеальное управление 
u*(t) не может быть реализовано в каждый момент 
времени , а коррекцию реального управле-
ния u(t) можно проводить лишь с определенным 
запаздыванием в дискретные моменты времени. 

[ Tt ,0∈

Математическую модель системы управления 
в рассматриваемом случае представим в следующем 
виде: 

( ) ( )( ) Nmn RVRRVftxtvfy ⊆→×= ;:;, , (1) 

где t – параметр времени; y – вектор выходных пе-
ременных; v(t) – функция управления; x(t) – стацио-
нарный случайный процесс. Требуется выбрать 
управление из условия: 

( ) RVRRFvyxF mn
Uu

→××→
∈

:;min,, ,        (2) 

где U – множество допустимых функций управле-
ния. 

Алгоритм управления, являющийся решением 
задачи (2), может реализовываться как непрерыв-
ной, так и дискретной системами управления. При 
анализе задачи синтеза оптимального управления 
(2) мы используем «идеальное» управление v*(x), 
которое отыскиваем решением задачи параметриче-
ской оптимизации  

( ) ( ) ( ){ }* arg min , , / , ,v x F x y v y f x v v V= = ∈ .   (3) 
Рассмотрим случай дискретных систем управле-

ния, когда в качестве управляющего устройства 
используется дискретное вычислительное устройст-
во и информация о возмущении x(t) принимается 
системой в фиксированные моменты времени. При-
менительно к алгоритмам (2) и дискретным систе-
мам управления одна из проблем – получение оцен-
ки потерь оптимальности управления на продолжи-
тельных интервалах времени. 

Другая проблема связана с выбором интервала 
дискретности, который определяется длительно- 
 

* Работа выполнена при финансовой поддержке ведомственно-аналитической программы «Развитие научного потен-
циала Высшей школы (2009–2011 гг.)» (проект №2.2.2.4/4278). 
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стью сбора и переработки информации об объекте и 
в ряде случаев может быть неприемлемо большим. 
В системе управления возникают значительные 
ошибки, вызванные дискретностью представления 
динамических сигналов и запаздыванием в вычис-
лении управляющего воздействия. 

Эти ошибки дискретных систем управления 
можно снизить за счет повышения быстродействия 
технических устройств сбора, обработки информа-
ции, расчета и реализации управляющего воздейст-
вия, однако при этом резко возрастают затраты на 
управление. Альтернативный подход, который рас-
сматривается в данной главе, состоит в разработке и 
реализации дополнительных алгоритмов управле-
ния процессом внутри интервалов дискретности 
основного алгоритма управления. Таким образом, 
для рассматриваемого класса объектов дискретного 
управления с запаздыванием возникает проблема 
синтеза дискретных систем управления следующих 
двух типов: 

– дискретных систем управления с пассивным 
поведением объекта внутри интервалов дискретно-
сти (дискретных систем управления); 

– дискретных систем управления с дополни-
тельной коррекцией состояния объекта внутри ин-
тервалов дискретности (дискретных систем управ-
ления с коррекцией состояния). 

Рассмотрим, например, математическую модель 
дискретных систем управления, в которой интервал 
дискретности равен T, а запаздывание – τ. Обычно 
выбираемое в таких случаях управление в произ-
вольном интервале времени [sT, (s +  )T ], s = 0, 1, … 
представляет собой кусочно-постоянную функцию 
вида: 
( ) ( )( ) ( )* , , 1 , 0,1,...,v t v x sT t sT s T sτ= − ∈ + =⎡ ⎤⎣ ⎦  (4) 

где v*(x) – решение задачи (3); s – номер такта 
управления. 

Во многих случаях управление (4) достаточно 
хорошо аппроксимирует «идеальную» траекторию 
v*(x(t)), и потери оптимальности управления оказы-
ваются малыми. Однако существуют случаи, когда 
данный тип управления не обеспечивает заданную 
точность системы, что приводит к ощутимым поте-
рям эффективности. Анализ, проведенный метода-
ми математического моделирования [2–8], показал, 
что использование дискретных систем управления 
с коррекцией состояния позволяет снизить потери 
оптимальности в 2–5 раз даже в тех случаях, когда 
при коррекции учитывается только одна точка  
предыстории возмущения. Однако аналитический 
синтез на практике либо вообще невозможен, либо 
найденный алгоритм управления может оказаться 
нереализуемым. Задача упрощается, если структура 
алгоритма управления в дискретных системах 
управления с коррекцией состояния задана априори 
в виде, например, полиномиальной функции време-
ни с параметрами, определяемыми на каждом ин-
тервале. Особенностью такого подхода является то, 
что задача синтеза дискретных систем управления 

без коррекции состояния является частным случаем 
задачи синтеза дискретных систем управления 
с коррекцией состояния при нулевом порядке поли-
нома. В этих случаях в качестве средства уменьше-
ния потерь оптимальности системы управления и 
предлагается использовать дискретные системы 
управления с коррекцией состояния. 

Введем в рассмотрение ступенчатую вектор-
функцию: 

( ) ( )( )
( ]

, ,

, 1 , 0, 1, ...,
i O FA t x s i T

t s s T s

τ =⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
∈ + =

               (4) 

где A(t) – конечная предыстория n-мерного случай-
ного процесса x(t); F + 1– ее длина.  

Функция коррекции управления на интервале  
(s, s + 1]T представляет собой временную функцию, 
зависящую от A(t), т.е. в качестве информационного 
вектора d выступает совокупность ( ) ttAd ,= . Та-
ким образом, в рассматриваемых дискретных сис-
тем управления операторы V и F являются статиче-
скими, а оператор D – динамическим, т.е. зависи-
мый от параметра времени T в явном виде. Соглас-
но приведенному выше варианту информационного 
обмена, дискретная система управления имеет сле-
дующее описание: 

( ) ( )
( ) ( )( )
( )

, , , ;

, ;

, .

d D x y v A t t

v V d V A t t

y F x u

⎧ = =
⎪⎪ = =⎨
⎪

=⎪⎩

                (5) 

В приведенных обозначениях функционал каче-
ства (3) запишется в следующем виде: 

( )( )(
0

1 , , )
T

.J M F x V A t t dt
T

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎦
∫                  (6) 
⎣

Если отсутствуют интегральные ограничения на 
оператор V(d) в выражении (6), то цель управления 
определится из следующего выражения: 

( ) ( )( )
0

1 , | , min,
T

u U
J M F x t v A t t dt

T ∈
⎡ ⎤= →⎣ ⎦∫         (7) 

которое эквивалентно может быть записано в виде: 

( ) ( )( ) ( ), | , min .
u U

G t M F x t v A t t
∈

⎡ ⎤= →⎣ ⎦         (8) 

В формуле (7) [ ]⋅⋅ |M  – символ операции вычис-
ления условного математического ожидания. Задача 
(9) является основной для синтеза дискретных сис-
тем управления, а функционал (6) может быть ис-
пользован для оценивания качества разных спосо-
бов управления. Так, для дискретных систем управ-
ления без коррекции состояния имеем 

( ) ( ) ( ]
( )( )

( ) ( ( )( )
0

, , 1

;

1 , ,
T

;A t x sT t s s T

v v A t

J M F x t v x dt
T

τ

τ

∗

∗

= − ∈ +⎡ ⎤⎣ ⎦
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫

          (9) 
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где v*(x) – решение задачи (1). Для способа управ-
ления, когда значение управляющего воздействия 
внутри интервала дискретности определяется из 
решения задачи (1) для прогноза возмущения на 
середину интервала управления, имеем 

( )

( )

( ) ( )( ) ( ]

( ) ( )

( ) ( )
0

0, , , 1 ;

1 | ; ;
2

1 , | , 0,
2

T

A t x T s i i F t s s T

d M x s T A t v v d

T .J M f x t v M x x iT i F dt
T

τ

τ

∗

∗

⎡ ⎤= ⋅ − − = ∈ +⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎢

( )

=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ⎥

(10) 

3

1 1 1

3

1 1 1

3

1 1 1

0,03
3!

0,03
3!

0,01
3!

+ члены высшего порядка малости.

n n N

i j k
i j k i j k

n N N

i j k
i j k i j k

N N N

i j k
i j k i j k

H

H

H

ωω ε
ω ω ε

ω ε ε
ω ε ε

ε ε ε
ε ε ε

= = =

= = =

= = =

∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂
+ +

∂ ∂ ∂

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

Анализ выражения (10) показывает, что посто-
янное на интервале дискретности управление не 
будет наилучшим даже для оценки возмущения для 
t = t*, равного середине интервала дискретности 
управления, поскольку математическое ожидание 
функции в общем случае не равно функции от ма-
тематического ожидания. Более того, выбор t* тре-
бует дополнительного обоснования. 

Решение задачи синтеза дискретных систем 
управления с коррекцией состояния осуществляется 
с использованием целевой функции (2). При этом 
задача определения коэффициентов может оказаться 
сложной для произвольной целевой функции F. По-
этому желательно воспользоваться аппроксимацией 
функции F в окрестности реализуемого управления 
с соответствующим преобразованием (7). Рассмот-
рим один из способов решения данной задачи. 

Пусть ( )xv~  – решающая функция следующей за-
дачи параметрического программирования 

( ) ( )arg min{ , / }, ,Nv x F x v v V R x R= ∈ = n∈

N

   (11) 
где F – строго выпуклая на V функция, имеющая, по 
предположению, непрерывные частные производ-
ные по x и v до третьего порядка включительно.  

Пусть x = m + ω, v = U(x) + ω, где ω и ε, 
 – симметрично распределенные 

случайные величины, причем 
,nR Rω ε∈ ∈

[ ] [ ] 0M Mω ε= =  – 
математическое ожидание x. Обозначим через 

( ),H ω ε  функцию ( )( ,F m U m )ω ω ε+ + +  и найдем 
математические ожидания разложения функции H  
в ряд Тейлора в окрестности точки 0ω ε= =  до 
членов третьего порядка включительно: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2

1 1 1

2

1 1

0,0
, 0,0

0,0 0,01
2!

0,02
2!

n

i
i i

N n n

i
i i ji i j

n N

i j
i j i j

H
H H

H H

H

ω ε ω
ω

ε
ε ω ω

ω ε
ω ε

=

= = =

= =

∂
= + +

∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂
+ +

∂ ∂

∑

∑ ∑∑

∑∑

i jωω +  

( )2

1 1

0,01
2!

N N

i j
i j i j

H
ε ε

ε ε= =

∂
+ +

∂ ∂∑∑  

( )3

1 1 1

0,01
3!

n n n

i j k
i j k i j k

H
ωω ω

ω ω ω= = =

∂
+ +

∂ ∂ ∂∑∑∑  

       (12) 
Известно, что если случайный вектор имеет 

симметричное распределение, то все его централь-
ные моменты нечетного порядка равны нулю. Учи-
тывая симметричность распределения ω и ε, 

0.

i j k i j k i j k

i j k

M M M

M

ωω ω ωω ε ω ε ε

ε ε ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= =⎣ ⎦

   (13) 

Согласно (13) рассмотрению подлежат только 
нулевой член и члены второго порядка разложения 

(12). Рассмотрим 
[ ]2 ,

, 1, ; 1,
i j

H
i n j N

ω ε
ω ε

∂
= =

∂ ∂
. При  

ε = 0 справедливо равенство: 

[ ]2 ,
0, 1, ; 1, .

i j

H
i n j N

ω ε
ω ε

∂
= = =

∂ ∂
           (14) 

Действительно, учитывая, что точка при ε = 0 
является стационарной точкой функции F, имеем 

( )
0

,
| 0, 1,j

j

H
h iε

ω ε
ε =

∂
= =

∂
N= .           (15) 

Так как H – строго выпуклая на V функция, точ-
ка ε = 0 будет единственным решением уравнения 
(5), которое задает неявную функцию ε(ω), но 
( ) 0=ωε , по условию, то 

( )
Njni

i

j ,1,,1,0 ===
∂

∂

ω

ωε
.              (16) 

Согласно теореме о неявной функции справед-
ливо следующее равенство: 

( ) ( )1

1
... 0.j j j N

i i N i

h h hε ω ε ω
ω ε ω ε ω
∂ ∂ ∂∂ ∂

+ ⋅ + + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (17) 

Подставим (5) и (6) и получим, что 0| 0j

i

h
εω =

∂
,=

∂
 

1, , 1,i n j N= = . Что и требовалось доказать. 
Следовательно, пренебрегая членами высшего 

порядка малости, получаем 
( ) ( )( )

( )( )

( )

( )

2

1 1

2

1 1

, ,

1 , |
2!

10 ,
2!

.

n n

i j i j

N N

i j
i j i j

i j

M F x v F m U m

F m U m

M F
v v

U t M

|m v v

ω ω ω
ω ω

ωω

ε ε

= =

= =

≈ +⎡ ⎤⎣ ⎦
∂

+ + +
∂ ∂

∂⎡ ⎤

=

⋅ + =⎣ ⎦ ∂ ∂

⎡ ⎤+ ⋅ ⎣ ⎦

∑∑

∑∑
     (18) 
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Сумма первого и второго слагаемого в (18) оп-
ределяет среднее значение минимума функции F 
при «идеальном» управлении  и не зави-
сит от качества управления. Третье слагаемое в (18) 
характеризует величину средних потерь оптималь-
ности и, следовательно, зависит от реального 
управления. Таким образом, если распределения x и 
ε (ошибки в управлении) симметричны, то вместо F 
можно исследовать функцию 

( )*v v x=

( )( ) ( )( ,T )I v v x v v xα= − −             (19) 
где 

( )
( ) [ ]

2 ,1 | ; ; , 1,
2ij v U m

i j

F m v
m M x i j N

v v
α =

∂
= ⋅ = =

∂ ∂
.  (20) 

Причем, как видно из (20), элементы матрицы α 
не зависят от значений процесса x(t), что обеспечи-
вает оценивание потерь оптимальности в среднем. 
Поскольку функция I характеризует потери опти-
мальности в среднем, то при решении задачи синте-
за дискретных систем управления с коррекцией со-
стояния вместо функционала J можно использовать 
функционал P. 

( )
0

1 ,
T

P M I x u
T

= dt⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ,                  (21) 

который определяет величину среднеинтервальных 
потерь оптимальности из-за несовпадения траекто-
рии управления v(t) с идеальной траекторией 

: ( )( )*v x t
P = J – J*,                          (22) 

где J* – оценка качества управления при 
. ( )( )*v v x t=

Сложность нахождения оптимального управле-
ния в задаче (19) обусловлена тем, что в функцио-
нале J функция ( )*v x  в общем случае может быть 
получена путем численного решения оптимизаци-
онной задачи и не имеет аналитического выраже-
ния. Упрощение поставленной задачи достигается 
в предположении, что эффективное реальное управ-
ление v(t) в некотором смысле близко «идеальному» 
управлению ( )( )*v x t , что позволяет осуществить 
приближенную замену функции F на функцию I, 

( )
2*I v v x
α

= − , где 
α

ε  – α-норма вектора ε; α – 

симметричная матрица; 
1 1

N N

ij i j
i j

α
ε α ε ε

= =

= ∑∑ . 

Выражения (19)–(22) являются стохастическим 
разложением функции потерь оптимальности 
управления в окрестности идеальной траектории, 
позволяющим осуществлять коррекцию управляю-
щего воздействия заданием коэффициентов базис-
ных функций, вычисляемых по точнóстному крите-
рию.  

На практике показано, что для разработки алго-
ритма коррекции управляющего воздействия на 
этапе синтеза системы управления необходимо ис-
следовать динамические характеристики «идеаль-
ной» траектории управления и определять коэффи-
циенты базовых функций времени исходя из вычис-
ляемой в дискретные моменты времени предысто-
рии «идеального» управления на основании реше-
ния задачи прогноза «идеального» управления по 
точнóстному критерию. 
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