
»ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ˆËÎËÌ‰рË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚрËË... 
 

 179

УДК 532.526, 532.529 
 

Д.И. Попов, А.М. Сагалаков 
Исследование устойчивости течений в канале  
цилиндрической геометрии спектральными методами 
 
D.I. Popov, A.M. Sagalakov 
The Spectral Method of Flow Stability Investigation  
in Cylindrical Geometry 

 
 
 
Представлен псевдоспектральный алгоритм реше-

ния линейных уравнений в частных производных с 
использованием полиномов Чебышева. Проанализиро-
вано раcпределение энергии пульсаций монодисперс-
ной смеси. Установлено, что спектр для смеси может 
состоять из непрерывной и дискретной частей. 
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The pseudo-spectral algorithm to solve linear PDE  
using Chebyshev polynomials is produced in this work. 
The authors consider the distribution of pulsation energy 
for the mono-dispersed mixture. It is found that spectrum 
can consist of continuous and discrete sets. 
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Введение. Наше внимание будет приковано к 
спектральным схемам аппроксимации некоторого 
комплексного гильбертова пространства и выбора 
базисов, соответственных для особенности геомет-
рии течения и условия несжимаемости. Последнее, 
как известно, накладывает определенные требова-
ния на базисные элементы и элементы двойственно-
го базиса, попытка удовлетворить которым в трех-
мерном случае обусловливает дополнительные тех-
нические сложности (особенно в случае спектраль-
ных методов в «чистом» виде). Здесь базисные эле-
менты, на основе которых строится приближение, 
не обязательно будут совпадать (с точностью до 
операции взятия комплексного сопряжения) с эле-
ментами двойственного базиса. В рамках схемы, 
больше известной как соленоидальный метод Пет-
рова-Галеркина [1, 2], будут даны примеры соответ-
ствующих базисов. 

Уравнения, описывающие устойчивость парал-
лельных течений в трубе монодисперсной жидкости 
в методе нормальных мод, могут быть записаны 
следующим образом: 
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Здесь величина   = SR – безразмерное время 
скоростной релаксации; R  – число Рейнольдса;  

S  – параметр, определяющий степень дисперсно-
сти примеси;   – ограниченная область 3E  с ку-
сочно-гладкой границей  .  

Рассмотрены профили сдвигового течения ( )U r , 

соответствующие напорному течению в зазоре между 
коаксиальными цилиндрами 2( ) lnU r A r B r C     , 

где коэффициенты определяются из граничных усло-
вий, и течению Гагена-Пуазейля 2( ) 1U r r  . Решение 

спектральной задачи рассматривается на векторах из 

2
( )L  с компонентами класса 1 2

0,2 2
W ( ) W ( )     

(в случае 
1

V ) и 1

2
W ( )  (для 

2
V ). Для решения приме-

нялся метод Петрова-Галеркина.  
Конструирование соленоидального базиса. 

Известно [3, 4], что пространство 
2
( )L  может 

быть представлено прямой суммой подпространств, 
одно из которых является замыканием бесконеч- 
но гладких соленоидальных векторных полей с  
компактным носителем, а другое – градиентов  
однозначных функций. Для всюду плотного мно- 
жества векторов из 

2
( )L  можно записать 

1 1 2 2 3 3= + +a a a   V U U U  (далее суммирование 

производится по немому индексу). Представим 
T1 k 2 k 3 k

i ik 1 ik 2 ik 3e , e , e= α α α  U  и воспользуемся линейной 

независимостью базисных элементов, тогда условие 
несжимаемости даст следующее соотношение: 

1

2 3

2 3
1 ( ) ( ) ( ) 0a f +a f +a f =   , 

где 1 2 3
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )i k k k

ik ik ikf e e e         . 

Разрешая полученное уравнение относительно 
одного из неизвестных коэффициентов для каждо-
го k, получим набор соленоидальных базисных век-
торов. В случае малых гармонических по однород-
ным координатам возмущений условие соленои-
дальности выглядит наиболее просто 
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1 2 3( ) / / 0ra rw r a imw r a i w      ,  

( ) / / 0rrw r imw r i w      , 

где (0, )   ; m = 0,1,2, – осевое и азимуталь-

ное волновые числа.  
В работах [1, 2] приведен пример такого базиса, 

при этом задача решается псевдоспектральным ме-
тодом. Несмотря на то, что подобные схемы дают 
заполненные матрицы с довольно высокими числа-
ми обусловленности, при сравнительно небольшом 
разрешении аппроксимации точность схемы срав-
нима с результатами, рассчитанными спектральны-
ми методами [5].  

В случае напорного течения в кольцевом зазоре 
традиционно для конструирования пробного и по-
верочного базисов предлагается применять элемен-
ты 2(1 )k kw t T   и 2 2(1 )k ku t T  , где [ 1,1]t  ,  

kT  – полином Чебышева. Выпишем соответствую-

щие производные 
2(1 ) 2k k kw t T tT    ,  

2(1 ) 4 2k k k kw t T tT T      ,  

2(1 ) 2k k ku t w tw    ,  

2(1 ) 4 2k k k ku t w tw w      . 

Ясно, что выбор базиса не является однознач-
ным (например, можно использовать функцию вида 

k 2 4
2( 2) / ( 3) ( 1) / ( 3)

k k k
u T k k T k k T        ). В на-

стоящей работе мы руководствовались сравнитель-
но простой реализацией вычислений при достаточ-
ной точности расчетов, поэтому выбор базиса был 
наиболее простым для 0m  

1 1
1 1 2 21k=a +a V , ;1 ( ) ;0

T
k kimu ru       

2 0; ;
T

k ki rw imw     , 1 ; ( ) ;0
T

k kimu ru      , 

2 0; ;
T

k ki rw imw     ,  

2 2 2 2
1 1 2 2 3 32k

k
k k=a +a +a a w   V e . 

Полиномы Чебышева, как и все ортогональные 
многочлены, могут быть рассчитаны с использовани-
ем трехэлементных соотношений, но для расчетов 
полиномов Чебышева можно применять и тригоно-
метрические выражения, что может упростить алго-
ритм вычислений. Однако оказывается, что рекур-
рентные соотношения более надежны и устойчивы к 
погрешности округления, обусловленной разрядно-
стью соответствующей арифметики. В данной работе 
для решения обобщенной задачи на собственные зна-
чения использовались библиотечные процедуры  
LAPACK95. Для улучшения обусловленности резуль-
тирующих матриц применялась вариационная форму-
лировка задачи, позволяющая понизить порядок про-
изводных. 

Результат действия оператора дифференцирова-
ния второго порядка на пробные функции может 
быть записан следующим образом: 
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где 2 2 2(1/ )( ) ( / )g r rg m r g g     . 

Для течения Гагена-Пуазейля характерным яв-
ляется то обстоятельство, что уравнения имеют гео-
метрическую сингулярность на оси течения, что 
должно накладывать определенные условия на ло-
кальное поведение решения. Вообще говоря, задачи, 
когда уравнения имеют некоторую особенность, 
часто встречаются в практике. Общий способ регу-
ляризации решения в окрестности сингулярности 
состоит в том, чтобы наложить определенное усло-
вие на локальное поведение решения – бихевиори-
стическое условие [5]. Возможны различные спосо-
бы регуляризации (особенно численной) решения в 
окрестности сингулярности. Например, в работе [6] 
предложено преобразование координат, позволяю-
щее обеспечить гладкость решения на оси и разме-
щать узлы квадратур или сетки в методе конечных 
разностей непосредственно в точке сингулярности. 
В работе [7] предложена спектральная схема ап-
проксимации для цилиндрической геометрии с ис-
пользованием полиномов Чебышева и Лежандра. 
Для разрешения сингулярности при r = 0 ставится 
однородное условие, которое рассматривается в 
качестве главного краевого условия для случая 

0m . В случае m = 0 элементы пробного и пове-

рочного базисов должны быть конечными в нуле.  
В случае соленоидальных векторных полей для ре-
гуляризации задачи в полюсе необходима анали-
тичность решения, что подробно обсуждается в ра-
ботах [1, 2, 5, 8]. Для цилиндрической геометрии 
условие аналитичности при различных m дает тео-
рема Приймака-Миядзаки. 

Теорема (Приймак-Миядзаки): Для аналити-
ческого при r   для некоторого 0   векторного 

поля ( , ) [ ( ) ( ) ( ) ]im
r r z zr e v r v r v r

    u e e e  радиаль-

ная, азимутальная и аксиальная компоненты 
должны удовлетворять следующим условиям: 

( )
r E

v rh r , ( )
E

v rg r   (m=0); 1 ( )m

r E
v r h r , 

1 ( )m

E
v r g r

   (m 0); ( )m

z E
v r d r  ( m), где 

E
d ,

E
g ,

E
h  – четные аналитические функции. 

В работе [7] при разработке схемы спектральной 
аппроксимации производится преобразование коор-
динат вида r = (t + 1)/2, где t  I = (–1,1), что вполне 
обосновано, когда спектральные коэффициенты 
рассчитываются аналитически. Однако в псевдо-
спектральных схемах подобное преобразование мо-
жет привести к необоснованной концентрации 
квадратурных узлов в окрестности нуля, что может 
ухудшить точность расчета скалярного произведе-
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ния (например, в случае, когда решение заметно 
меняется в пристенной области [5]). Поэтому счита-
ется уместным продолжать решение в область 

( 1,0)r   таким образом, чтобы выражение, стоящее 

внутри скалярного произведения ( , ),   было чет-

ным. В работах [1, 2] обсуждается, каким образом 
четность или нечетность решений можно использо-
вать для упрощения спектральных матриц и сокра-
щения интервала интегрирования r   I = (–1,1). 

В настоящей статье спектральная схема аппрок-
симации рассматривалась на основе элементов, 
предложенных в [7]. Пробные и поверочные базисы 
в псевдоспектральной схеме должны были удовле-
творять следующим условиям: аналитичность в ок-
рестности нуля для несущей компоненты смеси, 
ограниченность – для взвеси; четность выражения, 
стоящего внутри скалярного произведения; элемен-
ты пробного и поверочного базисов для взвеси на 
стенке удовлетворяли однородному условию, кото-
рое считалось главным краевым условием. Таким 
образом, элементы пробного и поверочного базисов 
можно записать в следующем виде: 

1
; ( ) ;0

T

k k
imu ru     ,  2

2 0; ;
T

k k
i r w imrw   , 

2
1 ; ( ) ;0

T

k kimru r u      , 3 2
2 0; ;

T

k ki r w imr w      

для m = 1; 
2 3

1 ; ( ) ;0
T

k kimr u r u     , 2
2 0; ;

T

k ki r w imrw     , 

2
1 ; ( ) ;0

T

k kimru r u      ,  2 0; ;
T

k ki rw imw    

для нечетных m; 
2

1 ; ( ) ;0
T

k kimru r u     , 3 2
2 0; ;

T

k ki r w imr w     , 

1 ; ( ) ;0
T

k kimu ru      , 2
2 0; ;

T

k ki r w imrw      

для четных m. 
Здесь 2k k  , где k N .  
Элементы базисов для второй компоненты смеси 

соответственно запишутся в виде 

1 [ ;0;0]T
kru  , 2 [0; ;0]T

krw  , 3 [0;0; ]T
kw   

1 [ ;0;0]T
ku  , 2 [0; ;0]T

kw  , 3 [0;0; ]T
krw   для 

четных m; 

1 ,[ ;0;0]T
ku   2 ,[0; ;0]T

kw   3 ,[0;0; ]T
krw   

1 ,[ ;0;0]T
kru   2 [0; ;0]T

krw  , 3 [0;0; ]T
kw   для 

нечетных m. 
Для удобства применения спектрального метода 

необходимо первую производную радиальной со-
ставляющей поля скоростей для несущей среды по r 
выражать через базисные элементы, что позволит 
понизить старшую производную в операторе и не-
сколько улучшить число обусловленности соответ-
ствующей спектральной матрицы. Приведенные 
базисные элементы можно использовать и в «чис-
той» спектральной формулировке. В этом случае 
достаточно громоздкие преобразования с использо-
ванием рекуррентных соотношений или тригоно-
метрического представления полиномов Чебышева, 
дадут необходимые выражения для коэффициентов 
спектральной матрицы. Однако в случае описанного 
базиса подобные усилия не будут оправданы в 
смысле сочетания простоты элементов базиса и хо-
рошей обусловленности результирующих матриц.  
В таблице приведено сравнение величины первой 
пристенной моды при 1 , m = 1, R = 9600 для раз-
решения аппроксимации N = 50 (результаты приво-
дятся в соответствии с [1]). 

Спектр. Известно, что спектр в случае монодис-
персной смеси представлен точечной и непрерыв-
ной частями. Точечный спектр состоит из дискретно-
го набора собственных значений и хорошо изучен 
для уравнений Навье-Стокса [3, 4]. Непрерывная 
часть спектра обусловлена уравнениями для примеси 
задачи (1) на подпространстве 

2
( )L , состоящем из 

градиентов однозначных функций. Можно показать, 
что в этом случае спектральная задача может быть 
приведена к соответствующей задаче для оператора 
умножения на функцию ограниченного изменения, 
спектр которого непрерывен. Раздвоение «хвостика» 
обусловлено недостаточностью разрешения аппрок-
симации, причем данный эффект не устраняется по-
вышением разрешения N, причем это наблюдается в 
точках численного спектра, расположенных практи-
чески на одной прямой Y = const, к которой асимпто-
тически приближается точечный спектр.  

 
Первая пристенная мода при 1 , m = 1, R = 9600 

 
 

1  = –0.02317 + 0.95048 i (Salwen et. al., 1980) 

1  = –0.023170795764 + 0.950481396668 i (Leonard & Wray, 1982) 

1  = –0.0231707957650042152055 + 0.9504813966699031794843 i (Priymak & Miyazaki, 1998) 

1  = –0.023170795764 + 0.950481396670 i (Meseguer & Trefethen, 2000) 

1  = –0.0231707957 + 0.9504813966 i N = 50 

 
На рисунках 1 и 2 представлена часть спектра 

для  f = 0.1, 1 , 33 10R   при m = 1 и m = 2 (не-

прерывный спектр не отображен). Из рисунков вид-
но, что изменение дискретных собственных чисел 
вполне согласуется с представлениями о трансфор-
мации  спектра  при  относительно   ограниченном 

 

возмущении оператора [9]. В качестве невозмущен-
ного оператора принимается оператор, соответст-
вующий уравнениям Навье-Стокса. При этом ри-
сунки иллюстрируют, что возмущение определяется 
не только параметрами примеси, но и азимутальны-
ми волновыми числами.  
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Рис. 1. Спектр в зависимости от степени  

дисперсности для f = 0.1, 1 , 33 10R   при m = 1 

 
Рис. 2. Спектр в зависимости от степени  

дисперсности для f = 0.1, 1 , 33 10R   при m = 2 

 
 

 
Рис. 3. Распределение энергии пульсаций по сечению канала при f = 0.1, 1   и 52 10S   .  

0 – суммарная энергия ч.ж.; 1 – 
1
(y) ; 2 – 

2
(y) ; 3 – F(y); 4 – sD (y) ;  

5 – суммарная энергия смеси. a, b – m = 2; с, d – m = 3 510R . (для ч.ж. 1.5 , 410R ) 
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Рис. 4. Распределение энергии в сечении канала для f = 0.1, 1 , 410R ,  

m = 1, 410S  , C = 0.260994069280 – i0.0633086565, нолик относится к чистой 

жидкости Ccl = 0.2737887094 – i0.0472321996; a – пристенная мода; b – приосевая 
 

Распределение энергии в сечении канала. 
Уравнения, описывающие баланс энергии пульса-
ций, несложно получить в общем случае, умножая 
уравнения (1) на сопряженные к полю скоростей и 
интегрируя по  . Здесь примем такие обозначения: 

k
  – характеризуют обмен энергией между основ-

ным профилем и возмущениями для компонентов 
смеси; D – вязкая диссипация; s 1 2D D +D  – работа 

силы Стокса, 1F= +D  – локальный избыток гене-

рации энергии над диссипацией для первой компо-
ненты смеси. Для случая коаксиальной геометрии 
существенно разделение возмущений на пристен-
ные и «приосевые». Это проиллюстрировано на ри-
сунке 3.  

На рисунке 4 представлено распределение в слу-
чае течения Гагена-Пуазейля. 
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