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Исследуются нестандартные способы определения 

метода форсинга, демонстрирующие существенное 
отличие отношения вынуждения от отношения истин-
ности. Построены примеры, в которых вынуждаемы 
одновременно пары противоречивых суждений. Пред-
ложен необычный содержательный смысл форсинга 
как метода экспертных оценок нечетких понятий. 
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В данной работе исследуются нестандартные 
способы определения метода форсинга, при кото-
рых оказываются вынуждаемы одновременно пары 
противоречивых суждений вида:  и( )nA n∀ 0( )A n¬  
или 1( )A n и   ( ).nA n¬∃

Сначала метод форсинга использовался в каче-
стве вспомогательного средства для решения кон-
кретных задач, например, для доказательства неза-
висимости континуум-гипотезы [1]. В каждой такой 
задаче определялась специальная модификация от-
ношения истинности суждения, получившая назва-
ние вынуждение, которая – на бытовом уровне – 
скорее соотносится с общепринятостью, нежели с 
истиной. Но сама идея форсинга представляется 
интереснее тех задач, для которых он был приду-
ман. Наглядно эту идею можно интерпретировать 
следующим способом. 

Пусть предстоит исследовать некоторое поня-
тие P, которое не имеет четко определенного со-
держания, например, вкусная еда, красивая женщи-
на, интересное число и т.п. Тогда о смысле такого 
понятия можно судить лишь на основании мнений 
всевозможных экспертов. Можно считать, что име-
ется некоторое сообщество экспертов, которые об-
следуют какие-то объекты а1, а2, а3, .... и высказыва-
ют свое мнение о соответствии этих объектов поня-
тию P. Мнение эксперта − это конечное непротиво-
речивое множество, составленное из высказываний 
вида P(a) или , где a рассматриваемые объ-
екты. Другие свойства этих объектов записываются 
формулами некоторой непротиворечивой формаль-
ной системы Z, содержащей предикатный символ P. 
Тогда на основе своего мнения эксперт может оцени-
вать какие-то более сложные формулы системы Z. 
Это оценивание называется вынуждением и осуще-
ствляется по определенным правилам форсинга. 
Предполагается, что по мере расширения опыта 

мнение эксперта может расширяться, но при этом 
такое расширение не должно противоречить ранее 
высказанному мнению. Поэтому на каком-то этапе 
может возникнуть ситуация, когда эксперт или 
группа экспертов могут дать оценку любому сужде-
нию системы Z. Суждения, получившие положи-
тельные оценки всех экспертов, называются обще-
принятыми. И если в некоторой модели системы Z 
истинные суждения совпадают с общепринятыми 
суждениями, то предикат P называется генеричес- 
ким. Более того, общепринятые суждения согласова-
ны с известными тавтологиями логики предикатов. 

( )P а¬

С другой стороны, определенный интерес пред-
ставляет форсинг, когда истинные суждения не сов-
падают с общепринятыми. В связи с этим возникает 
желание видоизменить некоторые правила форсин-
га так, чтобы исключить возможность существова-
ния генерических предикатов и тем самым устано-
вить непроходимую границу между истинностью и 
общепринятостью. Естественный подход в этом 
направлении − это добиться, чтобы некоторые ло-
гические тавтологии были, по меньшей мере, не 
всегда вынуждаемы. Некоторые способы решения 
этой проблемы рассматриваются в [2] и более под-
робно в данной работе. 

1. Нестандартный форсинг и истинность суж-
дений. Пусть Z − элементарная арифметика с кон-
стантами для всех натуральных чисел, и Z(N) − ес-
тественная модель системы Z на N, где 

{0,  1,  2,  ... }N = . Буквы m, n обозначают перемен-
ные на N. Если ϕ − замкнутая формула языка Z, то 
запись ( )  Z N φ=  обозначает истинность ϕ в Z(N).  

Пусть к сигнатуре системы Z добавлен символ 
P(x) одноместного предиката. Стандартным спосо-
бом определяется система Z(P), содержащая P(x)  
и являющаяся консервативным расширением сис-
темы Z. Вынуждающие условия − это конечные 
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множества формул вида P(n) или , причем 
каждое такое множество непротиворечиво. Для 
удобства изложения считается, что пустое множест-
во ∅ является вынуждающим условием. В произ-
вольных случаях вынуждающие условия обознача-
ются буквой Q, возможно с некоторыми индексами. 

( )P n¬

Пусть Q  − вынуждающее условие, ϕ − замкну-
тая формула системы Z(P). Классическое определе-
ние отношения «Q вынуждает ϕ» (обозначение: 
Q φ− ) осуществляется индукцией по логической 
глубине ϕ и почти полностью совпадает с опреде-
лением отношения ( )  ,Z N φ=  кроме случая когда 

.1φ φ= ¬  В этом случае считают, что 

1 ( ' ))  ( ' ).Q Q Q Q 1φ φ⇔− ¬ ∀ ⊇ ¬ −  
В свою очередь, это соотношение подсказывает 

следующую идею нестандартного форсинга.  
Каждому условию Q ставится в соответствие 

множество S(Q) вынуждающих условий, расширяю-
щих Q и удовлетворяющих следующим условиям: 

' ( ) " ( ') " ( )Q S Q Q S Q Q S Q∈ ∧ ∈ → ∈ ,
,

)

 (1) 
' ( ) " ' " ( )Q S Q Q Q Q Q S Q∈ ∧ ⊆ ⊆ → ∈  (2) 

( )( ' ( ))( ( ) ' ( ) ').n N Q S Q P n Q P n Q∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ∨ ¬ ∈  (3) 
Эти условия имеют технический характер. На-

пример, из (1) следует, что влечет 
 Из (2) следует, что  Усло-

вие (3) необходимо для построения генерических 
предикатов.  

' (Q S Q∈
( ') ( ).S Q S Q⊆ ( ).Q S Q∈

Содержательно это означает, что если некий 
эксперт высказал мнение Q, то дальнейшие его вы-
сказывания Q' должны быть согласованы не только 
с Q, но и с некоторыми общепринятыми установка-
ми для всех экспертов, которые, в свою очередь, 
определяют множество S(Q). При этом условие (1) 
означает, что если мнение Q' согласовано с Q и  
с упомянутыми общепринятыми установками, то 
соответствующее ему множество S(Q') не выходит 
за пределы S(Q). Аналогичное истолкование имеет 
условие (2). 

Пусть Q − вынуждающее условие, ϕ − замкнутая 
формула системы Z(P). Индукцией по логической 
глубине ϕ определяется следующее нестандартное 
отношение: .Q φ−  

Определение 1. 1. Если ϕ − атомная арифмети-
ческая формула, то ( )  .Q Z Nφ φ− ⇔ =  

2. Если ϕ есть P(n), то  .Q Qφ φ− ⇔ ∈  

3. 1 2 1( ' ( ))( ' )Q Q S Q Qφ φ φ− ∧ ⇔ ∃ ∈ − ∧  

2
( " ( ))( "Q S Q Q )φ∧ ∃ ∈ − . 

4. 1 2 1( ' ( ))( ' )Q Q S Q Qφ φ φ− ∨ ⇔ ∃ ∈ − ∨  

2
( " ( ))( "Q S Q Q )φ∨ ∃ ∈ − . 

5. 1 ( ' ( ))  ( ' )Q Q S Q Q 1 .φ φ− ¬ ⇔ ∀ ∈ ¬ −  

6. 1 2 1 2( ' ( ))( ' 'Q Q S Q Q Q

7. 1 1( ) ( )( ( ) ).Q x x n N Q nφ φ− ∃ ⇔ ∃ ∈ −  

8. 1 1( ) ( )( ' ( ))( ' ( ) ).Q x x n N Q S Q Q nφ φ− ∀ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ −  
По сравнению с классическим определением 

здесь пункт 5 является ограничением указанного 
выше случая .1 Q φ− ¬  Пункты 3, 4 и 8 существен-

но расширяют классическое отношение ,Q φ−  
а остальные пункты сохраняют его. Следующие два 
утверждения показывают, что данное нестандартное 
отношение Q φ−  обладает аналогами главных 
свойств классического форсинга.  

Лемма 1. Для любого вынуждающего условия Q 
и любой замкнутой формулы ϕ системы Z(P) ут-
верждения Q φ−  и Q φ− ¬  несовместны. 

Доказательство. Для атомных формул это утвер-
ждение легко следует из пунктов 1 и 2 определения 1. 
Далее, пусть ,Q φ− ¬ тогда ( ' ( ))  ( ' )Q S Q Q .φ∀ ∈ ¬ −  
Но так как ( ),Q S Q∈ то верно утверждение 

(  )Q .

)φ φ φ− → ⇔ ∃ ∈ −¬ ∨ −φ . 

φ¬ −  Лемма доказана. 
Лемма 2. Для любого условия Q и любой замк-

нутой формулы ϕ системы Z(P) существует 
' (Q S Q)∈  такое, что 'Q φ−  или ' .Q φ− ¬  
Доказательство. Если ϕ − атомная арифметиче-

ская формула, то это утверждение очевидно. Если 
( ),P nφ =  то оно следует из условия (3). В осталь-

ных случаях, если верно  (  )Q ,φ¬ − ¬  то существу-

ет ' (Q S Q)∈  такое, что 'Q φ− . Отсюда следует 
искомое утверждение. Лемма доказана. 

Теперь для выделения особенностей рассматри-
ваемого форсинга вводятся некоторые специальные 
условия. Первое такое условие фигурирует в сле-
дующем утверждении. 

Лемма 3. Если 1 ( ) Q S Q∈ и  то 
для любой замкнутой формулы ϕ системы Z(P) от-
ношение 

1( ) ( ),S Q S Q=

Q φ−  влечет 1 .Q φ−  
Доказательство (индукцией по логической глу-

бине ϕ). Случаи, когда ϕ − атомная арифметическая 
формула и ϕ есть P(n), очевидны. 

Индукционный шаг. Пусть 1Q φ−¬  и от про-

тивного верно утверждение 1 1(Q ).φ¬ −¬  Тогда вер-

но 1( ' ( )) ( ' )Q S Q Q .φ∀ ∈ ¬ −  Отсюда следует, что для 

некоторого 1" (Q S Q )∈  выполняется 1" .Q φ−  Но 
 поэтому  что противоре-

чит предыдущему утверждению. Следовательно, 
( ' ) ( ),S Q S Q⊆ " ( )Q S Q∈ ,

1 ,Q 1φ−¬  что и требовалось доказать. В остальных 
случаях доказательство существенно использует 
условие 1( ) ( )S Q S Q= . Лемма доказана. 

Пусть ( )={ / ( )}P Q n N Q P n∈ −  и ( , ( ))Z N P Q  
обозначает стандартную модель системы Z(P), в 
которой множество P(Q) интерпретирует предикат-
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ный символ P(x). Естественным способом опреде-
ляется отношение истинности в ( , ( )),Z N P Q и пусть 
запись ( , ( ))  Z N P Q φ=  обозначает отношение: 
«формула ϕ истинна в ( , ( ))Z N P Q ». 

Очевидно, что если , то 
 Обратное включение не обязано вы-

полняться, поэтому вводится новое понятие. 

1 ( ))Q S Q∈

1( ) ( ).P Q P Q⊆

Определение 2. Вынуждающее условие Q назы-
вается полным для системы Z(P), если верно утвер-
ждение: 

1 1( ( ))( ( ) (Q S Q Р Q Р Q∀ ∈ = )).

)

 (4) 
Пусть условие Q − полное для Z(P), тогда со-

гласно условию (1) для каждого  условие 
 также полное для Z(P). Теперь индукцией по 

логической глубине ϕ легко доказывается, что для 
полного условия Q отношение 

' ( )Q S Q∈
'Q

Q φ−  совпадает с 
отношением истинности ϕ в стандартных моделях 
системы Z(P). 

Теорема 1. Если условие Q полное для Z(P), то 
для любой замкнутой формулы ϕ системы Z(P) 
верна эквивалентность: 

( , ( ))  Q Z N P Qφ φ− ⇔ = . 
Доказательство. Рассматривается индукцион-

ный шаг, когда 1φ φ= ¬ . Пусть 1 Q ,φ− ¬  тогда для 

любого  верно утверждение 1 ( )Q S Q∈ 1 1(Q ).φ¬ −  
По индукционному предположению, это эквива-
лентно 1 1  ( ( , ( )  ).Z N P Q φ¬ =  По условию 

 поэтому верно утверждение 1( ) ( ),Р Q Р Q=

1 ( ( , ( )  ).Z N P Q φ¬ =  Тогда выполняется 

1( , ( ))  ,Z N P Q φ= ¬  что и требовалось доказать. Об-

ратно, пусть верно 1( , ( ))  ,Z N P Q φ= ¬  тогда выпол-

няется 1( ( , ( ))  ),Z N P Q φ¬ =  и по индукционному 

предположению верно 1( )Q .φ¬ −  От противного, 

пусть верно 1 (Q ),φ¬ −¬  т.е. выполняется 

1( ' ( ))( ' )Q S Q Q .φ∃ ∈ −  Отсюда следует, что верно 

1( , ( '))  .Z N P Q φ=  А так как то верно ( ') ( ),Р Q Р Q=

1( , ( ))  .Z N P Q φ=  Но это противоречит исходному 
предположению. Теорема доказана. 

Следующее утверждение оправдывает термин 
«полное вынуждающее условие». 

Следствие 1. Если условие Q  − полное для сис-
темы Z(P), то для любой замкнутой формулы ϕ 
системы Z(P) верно одно из отношений: 

Q φ−  или .Q φ−¬  

Доказательство. Пусть Q и ϕ удовлетворяют 
условию теоремы. Тогда верно одно из отношений: 

( , ( ))  Z N P Q φ=  или ( , ( ))  .Z N P Q φ= ¬  Отсюда по 
теореме 1 получается искомое утверждение. 

Для полного условия Q отношение Q φ−  согла-
совано с основными тавтологиями логики предика-
тов в следующем смысле. 

Следствие 2. Если условие Q − полное для сис-
темы Z(P), то имеют место следующие эквива-
лентности: 

1. 1 2 1 2( ) (Q Q )φ φ φ−¬ ∧ ⇔ − ¬ ∨ ¬φ . 

2. 1 2 1 2( ) (Q Q )φ φ φ−¬ ∨ ⇔ − ¬ ∧ ¬φ . 

3. 1 1( ) ( ) ( ) ( )Q x x Q xφ φ−¬ ∀ ⇔ − ∃ ¬ x . 

4. 1 1( ) ( ) ( ) ( )Q x x Q xφ φ−¬ ∃ ⇔ − ∀ ¬ x . 
Доказательство. Очевидно, что эти эквивалент-

ности выполняются для отношения истинности в 
( , ( )).Z N P Q  Тогда по теореме 1 они имеют место и 

для отношения .Q φ−  
2. Общепринятость суждений и парадоксаль-

ные ситуации. Таким образом, если условие Q  − 
полное для системы Z(P), то отношение Q φ−  сов-
падает с истинностью ϕ в ( , ( )).Z N P Q  Но если Q не 
является полным для Z(P), то вынуждаемая им фор-
мула не обязана быть истинной в ( , ( )).Z N P Q  Тогда 
возможна следующая парадоксальная ситуация. 

Согласно (3) вынуждающие условия ( )Q S∈ ∅  
полностью определяют значения предиката P(x)  
в соответствующих моделях. Кроме того, условие ∅ 
совместно с каждым вынуждающим условием Q. 
Поэтому, согласно принятой здесь интерпретации 
форсинга, можно считать, что отношение φ∅ −  
согласовано с положительным мнением всех экс-
пертов данного сообщества о суждении, описывае-
мом формулой ϕ. Другими словами, это суждение ϕ 
является общепринятым. Но если ∅ не является 
полным условием, то отношение φ∅ −  не обязано 
совпадать с истинностью ϕ, и потому может най-
тись вынуждающее условие Q0 такое, что верно 

0 .Q φ−¬  Содержательно это означает, что, несмот-
ря на общепринятость суждения ϕ, существует экс-
перт, который считает верным отрицание этого су-
ждения. Следующие примеры описывают такие па-
радоксальные ситуации. 

Пример 1. Пусть N0 − конечное подмножество 
N, и n0 − наибольший элемент N0. Для каждого вы-
нуждающего условия Q определяются следующие 
расширяющие его вынуждающие условия : 'Q

1

1

' { '( ), ... , ' ( ) }
{ ( ), ... , ( )},

k

l

Q Q P m P m
P n P n

= ∪ ∪

∪ ¬ ¬
 (5) 

где  и числа  не принад-
лежат N0, а запись  обозначает формулу 

 или 

1 0{ , ... , }km m N⊆ 1, ... , ln n
' ( )P m

( )P m ( ).P m¬  
Далее, пусть по определению ( )= ( ( )n m P mφ ∀ →  

 и )m n→ ≤ 0( )=( ( )).A n n n nφ= →  Считается, что 
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условие Q совместно с формулой ϕ(n0), если суще-
ствует множество ,М N⊆  интерпретирующее сим-
вол P(x), и такое, что все формулы из Q и формула 
ϕ(n0) истинны в Z(N, M). 

Для каждого Q множество S(Q) определяется 
следующим образом: 

Определение 3. 1) если Q совместно с ϕ(n0), то 
S(Q) состоит из всех условий  вида (5), которые 
совместны с ϕ(n0); 

'Q

2) если Q не совместно с ϕ(n0), то S(Q) состоит 
из всех вынуждающих условий, расширяющих Q. 

Лемма 5. Множества S(Q) удовлетворяют ус-
ловиям (1−3). 

Доказательство. Пусть условие Q совместно с 
ϕ(n0), и   Тогда, согласно оп-
ределению 3,  совместно с ϕ(n0), а это влечет 
совместность с ϕ(n0). Кроме того, легко видеть, 
что также имеет вид (5). Следовательно, 

 и условие (1) доказано. Аналогично до-
казывается остальная часть леммы.  

' ( ),Q S Q∈ " ( ').Q S Q∈

,

'Q
"Q

"Q
" ( )Q S Q∈

Пустое условие ∅ является совместным с ϕ(n0). 
Действительно, пусть предикатный символ P(x), 
интерпретируется множеством N0. Тогда, в силу 
выбора числа n0, формула ϕ(n0) является истинной в 
Z(N, N0), что и требовалось доказать. 

Отношение вынуждения такое же, как в опреде-
лении 1. Тогда верны следующие утверждения. 

Теорема 3. а) ( ).nA n∅ −∀  

б) 0 0{ ( 1)}  ( ).P n A n+ − ¬  
Доказательство. а) Доказываемое отношение 

преобразуется к виду: 
0( )( ( ))( ( )).n N Q S Q n n Q nφ∀ ∈ ∃ ∈ ∅ −¬ = ∨ −  

Случай 1. Пусть , тогда в качестве усло-
вия Q можно взять ∅ и показать, что верно отноше-
ние 

0n n¬ =

0.n n∅ − ¬ =  
Случай 2. Пусть  тогда рассматривается 

условие  По построению вер-
ны отношения  и 

0 ,n n=

1 { ( ) / }.Q P m m N= ∈ 0

1 0( )P Q N= 0 0( , )  ( ),Z N N nφ=  по-
этому  Кроме того, согласно определе-
нию 3, для каждого 

1 ( ).Q S∈ ∅

1' (Q S Q )∈  верно равенство 
 Следовательно, Q1 является полным 

для Z(P), и по теореме 1 верно 
0( ' ) .P Q N=

1 ( ).Q nφ− 0

,

 Первое 
утверждение теоремы доказано. 

б) Пусть тогда утверждение 0 0{ 1}Q n= +

0 0( )Q А n−¬  эквивалентно  0( ( )Q S Q∀ ∈ )

0 0 0( ( )Q n n Q nφ¬ −¬ = ∧ ¬ − 0 0n n=).  Так как  − ис-
тинная арифметическая формула, то по лемме 1 
утверждение 0Q n n¬ − ¬ = 0  выполняется для любо-

го Q. Далее утверждение 0( )Q nφ¬ −  эквивалентно 

0( )( ' ( ))( ' ( ) ' )m Q S Q Q P m Q m n∃ ∀ ∈ ¬ − ∧ ¬ − ≤ .  Здесь 

при 0 1m n= +  оба члена конъюнкции выполняются, 
следовательно, утверждение 0( )Q nφ¬ −  верное. 
Второе утверждение теоремы доказано. 

Парадоксальность этой теоремы в том, что со-
держательно она означает следующее. Все эксперты 
данного сообщества согласны с утверждением, что 
n0 есть наибольшее число, удовлетворяющее преди-
кату P(x). Тем не менее некий эксперт считает, что 
n0 не является таковым.  

В следующем примере определяется форсинг,  
в котором возникает похожая парадоксальная си-
туация, связанная с квантором существования. 

Пример 2. Пусть N0 − конечное подмножество 
N, при этом 00 min ,N<  и пусть ( )= ( ( )n m P mψ ∀ →  

 и )n m→ < ( ) = ( 0 ( )).B n n nψ= ∧  
Для каждого Q множество S(Q) определяется 

следующим образом. 
Определение 4. 1) если Q совместно с ψ(0), то 

S(Q) состоит из всех вынуждающих условий  
вида (5), которые совместны с ψ(0); 

'Q

2) если Q несовместно с ψ(0), то S(Q) состоит из 
всех вынуждающих условий, расширяющих Q. 

Как и в примере 1, доказывается, что множества 
S(Q) удовлетворяют соотношениям (1−3) и что ∅ 
совместно с ψ(0). 

Отношение Q φ−  такое же, как в примере 1. То-
гда верны следующие утверждения.  

Теорема 4. а) (0).B∅ −  

б) { (0)}  ( ).P nB− ¬∃ n  
Доказательство. а) Доказываемое отношение 

преобразуется к виду:  
( ' ( ))( ' 0 0) ( " ( ))( " (0) ).Q S Q Q S Q ψ∃ ∈ ∅ − = ∧ ∃ ∈ ∅ −  

Формула 0 = 0 − истинная арифметическая фор-
мула, поэтому первое соотношение этой конъюнк-
ции верное. Для второго соотношения в качестве 

 можно взять Q1 из примера 1 и аналогичными 
рассуждениями доказать отношение 

"Q
" (0Q ψ− ) . 

Первое утверждение теоремы доказано. 
б) Пусть 0 {0},Q =  тогда отношение 

0 ( )Q nB n− ¬∃  эквивалентно 1 0 1( ( ))( 0Q S Q Q n∀ ∈ ¬ − = ∨)  

2 0 2( ( ))( ( ))Q S Q Q nψ∨ ∀ ∈ ¬ − для каждого числа n. 
Если верно 0,n¬ =  то первое соотношение дизъ-
юнкции выполняется для любых условий Q1. По- 
этому пусть верно n = 0, тогда второе соот- 
ношение дизъюнкции эквивалентно формуле: 

2 0 2( ( ))( )( ' ( ))( ' ( ) 0)Q S Q m Q S Q Q P m∀ ∈ ∃ ∀ ∈ ¬ −¬ = ∧

( ' 0 )).Q m∧ ¬ − <  Теперь, аналогично соответст-
вующим рассуждениям теоремы 3, доказывается, 
что эта формула верна при любом  и  
m = 0. Теорема доказана. 

2 0( )Q S Q∈

Парадоксальность этой теоремы в следующем. 
Содержательно она означает, что все эксперты дан-
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ного сообщества согласны с утверждением, что чис-
ло 0 меньше всех чисел, удовлетворяющих преди-
кату P(x). Тем не менее некий эксперт считает, что 
вообще не существует чисел, обладающих таким же 
свойством.  

Парадоксальные ситуации, описанные в приме-
рах 1 и 2, означают, что построенные в них отноше-
ния вынуждения не совпадают с отношением ис-
тинности. И в данном случае причина возникнове-
ния подобных ситуаций в конечности определяемо-
го предиката P(x). Содержательно это можно пояс-
нить так. Пусть для всех экспертов данного сообще-

ства предикат P(x) интерпретируется конечным 
множеством N0, тогда их мнения согласованы с ут-
верждениями ( )nA n∀  и B(0) из примеров 1 и 2 со-
ответственно. Но если некоторый эксперт считает, 
что предикат P(x) верен для каких-то чисел, не вхо-
дящих в N0, то, по его мнению, указанные утвер-
ждения не обязаны выполняться. Именно эти си-
туации смоделированы в примерах 1 и 2. 

 

В заключение авторы выражают глубокую бла-
годарность Николаю Васильевичу Белякину за вы-
сказывание основных идей этой работы. 
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