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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®áâà®¥­ ¯à¨¬¥à «¨­¥©­®©
 «£¥¡àë A, ®¡« ¤ îé¥© ª®­¥ç­ë¬ ¡ §¨á®¬
â®¦¤¥áâ¢ (ª ª  «£¥¡àë), ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï
¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬®©, ¥á«¨ ¥¥ à áá¬ âà¨-
¢ âì ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¥ªâ®à­®¥
¯à®áâà ­áâ¢® A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬ãî
áã¬¬ã ¤¢ãå ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ª ¦¤®¥ ¨§
ª®â®àëå ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢.

�«îç¥¢ë¥ á«®¢ : â®¦¤¥áâ¢®, á« ¡®¥ â®¦¤¥-
áâ¢®, ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢, ª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬ ï  «-
£¥¡à , ¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬ ï  «£¥¡à .

The author constructs the example of linear al-
gebra A that have �nite identity basis. If A is
considered as vector space, it is in�nitively based
algebra.

The space A is a direct sum of two vector
subspaces each of which has the �nite basis of
identities.

Key words: identity, weak identity, identity
basis, �nitely based algebra, in�nitely based al-
gebra.

� 1976 £. �. �. �®«¨­ [1] ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç-
­®£® ¯®«ï P ¯®áâà®¨« ¯à¨¬¥à ª®­¥ç­®© ­¥ áá®-
æ¨ â¨¢­®© «¨­¥©­®© P - «£¥¡àë, ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é¥© â®¦¤¥áâ¢ã x(yz) = 0, ­¥ ¨¬¥îé¥© ª®­¥ç­®-
£® ¡ §¨á  â®¦¤¥áâ¢. �â®â à¥§ã«ìâ â ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ® â¥®à¥¬  �ì¢®¢ -�àã§¥ ® ª®­¥ç­®© ¡ §¨àã¥-
¬®áâ¨ â®¦¤¥áâ¢ ª®­¥ç­®£®  áá®æ¨ â¨¢­®£® ª®«ì-
æ  ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® (­¥ áá®-
æ¨ â¨¢­®£®) ª®«ìæ  («¨­¥©­®©  «£¥¡àë ­ ¤ ª®-
­¥ç­ë¬ ¯®«¥¬). � 1977 £. �. �. � «ìæ¥¢ë¬ ¨
�. �. � àä¥­®¢ë¬ ¡ë« ¯à¨¢¥¤¥­ ¯à¨¬¥à ­¥ áá®-
æ¨ â¨¢­®© ¯ïâ¨¬¥à­®©  «£¥¡àë ­ ¤ ¯®«¥¬ ­ã«¥-
¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨, á ãª § ­¨¥¬ ¥¥ ¡¥áª®­¥ç­®-
£® ­¥¯à¨¢®¤¨¬®£® ¡ §¨á  â®¦¤¥áâ¢ [2]. �®§¦¥,
¢ 1978 £. �. �. �ì¢®¢ë¬ ¡ë« ¯®áâà®¥­ ¯à¨¬¥à
è¥áâ¨¬¥à­®© ­¥ áá®æ¨ â¨¢­®© ¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨-
àã¥¬®©  «£¥¡àë V = V ⊕ E, £¤¥ V { ª®­¥ç­®-
¬¥à­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®; E ⊆ EndF V ;
F { ­¥ª®â®à®¥ ¯®«¥ [3]. �­ â ª¦¥ ãáâ ­®-
¢¨« á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¡ §¨á ¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¯à®áâà ­-
áâ¢  E ¨  «£¥¡àë V . � 1989 £. �.�. �á ¥¢
¤®ª § «, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥, ¯®à®¦¤¥­­®¥ ­¥ á-
á®æ¨ â¨¢­®© ¯ïâ¨¬¥à­®©  «£¥¡à®© V = V ⊕ E
(§¤¥áì V = 〈v1, v2〉P { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,
E = 〈e11, e12, e22〉P ⊂ EndP V , P { ª®­¥ç­®¥
¯®«¥), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© â®¦¤¥áâ¢ã x(yz) = 0,
ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­® ¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬ë¬
[4]. � [5] ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¯®«ï P áâà®¨âáï
«¨­¥©­ ï P - «£¥¡à , ­¥ ¨¬¥îé ï ­¥§ ¢¨á¨¬®£®
¡ §¨á  â®¦¤¥áâ¢.

�¢¥¤¥¬ ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨á¯®«ì§ã¥-
¬ë¥ ¢ à ¡®â¥. �ãáâì F { ­¥ª®â®à®¥ ¯®«¥;
R { F - «£¥¡à ; ~R {  «£¥¡à  R, à áá¬ âà¨¢ -
¥¬ ï ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬
F ; F [X] { á¢®¡®¤­ ï  áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à 
®â ¬­®¦¥áâ¢  ®¡à §ãîé¨å X; G ⊆ F [X] { ­¥-
ª®â®à®¥ ­¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. �­®£®ç«¥­
f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F [X] ­ §ë¢ ¥âáï â®¦¤¥-
áâ¢®¬  «£¥¡àë R, ¥á«¨ f(a1, a2, . . . , an) = 0
¯à¨ ¢á¥å a1, a2, . . . , an ∈ R. �ãáâì ¤ «¥¥
� = {σ1, σ2 , . . . , σt} { ¬­®¦¥áâ¢® ®¯¥à æ¨©,
¯à®¨§¢®¤­ëå ®â ®¯¥à æ¨©  «£¥¡àë R, R̃ 6= ∅ {
¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R, § ¬ª­ãâ®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥-
à æ¨© � (­ ¯à¨¬¥à, � = {+, [ ], ·λ} { ¬­®¦¥áâ¢®
®¯¥à æ¨©  «£¥¡àë �¨; � = {+, ◦, ·λ} { ®¯¥à æ¨¨
©®à¤ ­®¢®©  «£¥¡àë). �ª ¦¥¬, çâ® ¯®«¨­®¬
f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F [X] { á« ¡®¥ â®¦¤¥áâ¢®
¯ àë (R, R̃), ¥á«¨ f ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¢  «-
£¥¡à¥ R ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥­­ëå
x1, x2, . . . , xn «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ ¨§  «£¥¡àë R̃.
� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  íâ® ­¥ ¢ë§ë¢ ¥â ­¥¤®à §ã¬¥-
­¨©, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ­¥ª®â®àë© ¯®«¨­®¬ f
ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
~R, ¥á«¨ f { á« ¡®¥ â®¦¤¥áâ¢® ¯ àë (R, ~R). �ãáâì
F [X]� {  «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï ®¡à §ãîé¨¬¨
¬­®¦¥áâ¢  X ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨© �. �®£¤ 
¨¤¥ « I / F [X]� ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡ë¬ ¢¥à¡ «ì­ë¬
¨¤¥ «®¬, ¥á«¨ ¨§ â®£® çâ® f(x1, x2, . . . , xk) ∈ I
á«¥¤ã¥â, çâ® f(y1, y2, . . . , yk) ∈ I ¯à¨ ¢á¥å
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y1, y2, . . . , yk ∈ F [X]�. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®
á« ¡®¥ â®¦¤¥áâ¢® g(x1, x2, . . . , xk) ¯ àë (R, ~R)
ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ á« ¡ëå â®¦¤¥áâ¢ fi =
fi(z1, z2, . . . , zli), i = 1, 2, . . . , t, ¥á«¨ g «¥-
¦¨â ¢ á« ¡®¬ ¢¥à¡ «ì­®¬ ¨¤¥ «¥, á®¤¥à¦ é¥¬
f1, f2, . . . , ft.

�¥à¥§ T (G) ®¡®§­ ç¨¬ T -¨¤¥ «  «£¥¡àë
F [X], ¯®à®¦¤¥­­ë© ¬­®¦¥áâ¢®¬ G,   ç¥à¥§
L(G) { ¨¤¥ « F [X], ª®â®àë© ¯®à®¦¤¥­ ¬­®¦¥-
áâ¢®¬ ¯®«¨­®¬®¢, ¯®«ãç¥­­ëå ¨§ ¯®«¨­®¬®¢ G
â®«ìª® «¨­¥©­ë¬¨ § ¬¥­ ¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ª -
¦¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«¨­®¬®¢ G ⊆ F [X] ­ -
§ë¢ ¥âáï ¡ §¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë R (¯à®-
áâà ­áâ¢  ~R), ¥á«¨ ¢á¥ â®¦¤¥áâ¢  R (á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ~R) á«¥¤ãîâ ¨§ ª®­¥ç­®© á®¢®ªã¯­®áâ¨
G. �á«¨ ¢á¥ â®¦¤¥áâ¢   «£¥¡àë R á«¥¤ãîâ ¨§ ­¥-
ª®â®à®© ª®­¥ç­®© á®¢®ªã¯­®áâ¨ â®¦¤¥áâ¢ íâ®©
 «£¥¡àë, â®  «£¥¡àã R ­ §ë¢ îâ ª®­¥ç­® ¡ §¨-
àã¥¬®© (¨«¨ ª®à®ç¥, ��- «£¥¡à®©). � ¯à®â¨¢-
­®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® R { ­¥ ª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥-
¬  ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬  (ª®à®âª®: ���-
 «£¥¡à ). �­ «®£¨ç­ãî â¥à¬¨­®«®£¨î ¡ã¤¥¬
¯à¨¬¥­ïâì ª ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬.

� á¢ï§¨ á à áá¬®âà¥­¨¥¬ ­¥ª®â®àë¬¨  ¢â®à -
¬¨ á« ¡ëå â®¦¤¥áâ¢ (­ ¯à¨¬¥à, ¢ [6]) ®á®¡ë© ¨­-
â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯®¨áª ¡ §¨á®¢ â®¦¤¥áâ¢  «-
£¥¡à, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª ª ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢ , ¯®áª®«ìªã â®¦¤¥áâ¢  â ª¨å áâàãªâãà ¢ ­¥-
ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ "á ¬ë¥ á« ¡ë¥" (â ª ª ª ­®¢ëå
¯à®¨§¢®¤­ëå ®¯¥à æ¨© ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­¥ ¢®§­¨ª -
¥â). �ª §ë¢ ¥âáï, ¥á«¨ ¢ ª®­áâàãªæ¨¨ «¨­¥©­®©
 «£¥¡àë "®âª § âìáï" ®â ®¯¥à æ¨¨ ã¬­®¦¥­¨ï
(â. ¥. ¤®¯ãáª âì ¢ â®¦¤¥áâ¢ å «¨èì «¨­¥©­ë¥
§ ¬¥­ë ¯¥à¥¬¥­­ëå) ¨ à áá¬ âà¨¢ âì  «£¥¡àã
ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬, â® ¯®«ã-
ç¥­­ ï áâàãªâãà  ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¡¥áª®­¥ç­®
¡ §¨àã¥¬®©, ¤ ¦¥ ¥á«¨ ®­  ®¡« ¤ «  ª®­¥ç­ë¬
¡ §¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢, ¡ã¤ãç¨  «£¥¡à®©. � ­ áâ®-
ïé¥© à ¡®â¥ ¯à¨¢¥¤¥­ ¯à¨¬¥à ª®­¥ç­® ¡ §¨àã-
¥¬®©  «£¥¡àë, ï¢«ïîé¥©áï ¡¥áª®­¥ç­® ¡ §¨àã-
¥¬ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �®áâà®¥­­ë©
¯à¨¬¥à ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¤¢ãå  ­â¨¨§®-
¬®àä­ëå  «£¥¡à, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå, à áá¬ -
âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¨¬¥¥â
ª®­¥ç­ë© ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢.

�¥ª®â®àë¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨ï. �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ á«¥¤ãîé¨¥
«¥¬¬ë.

�¥¬¬  1. �ãáâì R { ­¥ª®â®à ï F - «£¥¡à ,
~R {  «£¥¡à  R, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ¢¥ªâ®à-
­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ F . �á«¨ G { ¡ -
§¨á â®¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë R, â® G ï¢«ï¥âáï ¡ §¨-
á®¬ â®¦¤¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  ~R â®£¤  ¨ â®«ì-
ª® â®£¤ , ª®£¤  L(G) = T (G).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì G { ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢

¯à®áâà ­áâ¢  ~R ¨ g = 0 { ­¥ª®â®à®¥ â®¦¤¥áâ¢®
~R. �®£¤  g = 0 á«¥¤ã¥â ¨§ G ª ª â®¦¤¥áâ¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢  ~R, â. ¥. g ∈ L(G). �® ¢¬¥áâ¥ á íâ¨¬
g = 0 { â®¦¤¥áâ¢® R, ¨ g = 0 á«¥¤ã¥â ¨§ G, ª ª
â®¦¤¥áâ¢®  «£¥¡àë R, â. ¥. g ∈ T (G). � ª¨¬
®¡à §®¬, T (G) = L(G).

�ãáâì â¥¯¥àì T (G) = L(G) ¨ ¯ãáâì g = 0 {
¯à®¨§¢®«ì­®¥ â®¦¤¥áâ¢® ¢ R. �®£¤  g = 0 á«¥-
¤ã¥â ¨§ G ª ª â®¦¤¥áâ¢®  «£¥¡àë R. �®«ãç ¥¬,
çâ® g ∈ T (G) = L(G), â. ¥. g ∈ L(G). � ª¨¬
®¡à §®¬, g = 0 á«¥¤ã¥â ¨§ G ª ª â®¦¤¥áâ¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢  ~R, â. ¥. G { ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢ ~R.

�¥¬¬  ¤®ª § ­ .
�¥¬¬  2. �ãáâì F { ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¯®«¥,

R { F - «£¥¡à . �á«¨ ¤«ï ¢á¥å x1, x2, . . . , xd ∈ R
¢ë¯®«­ï¥âáï f(X) = f(x1, x2, . . . , xd) = 0, £¤¥
f(x1, x2, . . . , xd) ∈ F [x1, x2, . . . , xd] ¨ degxk

=
l, â® ¢ R á¯à ¢¥¤«¨¢ë â®¦¤¥áâ¢  fi(X) =∑
degxk

ω(X)=i

ω(X) = 0 ¤«ï «î¡®£® 1 ≤ i ≤ l.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f(X) = f1(X) +
f2(X)+· · ·+fl(X), £¤¥ degxk

fj(X) = j, 1 ≤ j ≤ l.
�¤¥« ¥¬ § ¬¥­ã xk → λxk, λ ∈ F . �®«ãç¨¬
f(X) = λf1(X) + λ2f2(X) + · · ·+ λlfl(X).

�¥¯¥àì á¤¥« ¥¬ § ¬¥­ë λ → λ1, λ →
λ2, . . . , λ → λl, £¤¥ λi ∈ F , λi 6= λj ¯à¨ i 6= j.
�®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã à ¢¥­áâ¢, ª®â®à ï ¢ ¬ âà¨ç-
­®© ä®à¬¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
�� = 0, £¤¥

� =




λ1 λ2
1 . . . λl

1
λ2 λ2

2 . . . λl
2

. . . . . . . . . . . .
λl λ2

l . . . λl
l


 ¨ � =




f1(X)
f2(X)

. . .
fl(X)


.

� âà¨æ  � ¨¬¥¥â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­-
¤ : |�| = λ1λ2 . . . λl

∏
i>j

(λi − λj) 6= 0. �«¥¤®¢ -

â¥«ì­®, ®­  ®¡à â¨¬ . �¬­®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ à -
¢¥­áâ¢  �� = 0 ­  �−1 á«¥¢ , ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì E� =
� = 0, â. ¥. f1(X) = f2(X) = · · · = fl(X) = 0.

�¥¬¬  ¤®ª § ­ .
� ¬¥ç ­¨¥. �§ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨

®á­®¢­®¥ ¯®«¥ ¡¥áª®­¥ç­®, â® ¢á¥ â®¦¤¥áâ¢ 
­¥ª®â®à®©  «£¥¡àë ­ ¤ íâ¨¬ ¯®«¥¬ ¬®¦­® áç¨-
â âì ®¤­®à®¤­ë¬¨.

�ãáâì F { ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¯®«¥,

A1 =
{(

a b
0 0

)
|a, b ∈ F

}
,

A2 =
{(

a 0
b 0

)
|a, b ∈ F

}

¨ A = A1 ⊕A2 { F - «£¥¡àë; ~A1, ~A2 ¨ ~A {  «-
£¥¡àë A1, A2 ¨ A á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬ë¥ ª ª ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ ¯®«¥¬
F . �áá«¥¤ã¥¬ ¢®¯à®á ª®­¥ç­®© ¡ §¨àã¥¬®áâ¨ â®-
¦¤¥áâ¢ ãª § ­­ëå  «£¥¡à ¨ ¯à®áâà ­áâ¢.
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�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë.
�¥®à¥¬ . �¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®

~A = ~A1 ⊕ ~A2 ­ ¤ ¯®«¥¬ F ï¢«ï¥âáï ���-
¯à®áâà ­áâ¢®¬ á ¡ §¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢

{x[y, u]v, [x, y][u, v],
[x, y]z1z2 . . . zm[u, v]|m = 1, 2, 3, . . . }.

�à¨ íâ®¬  «£¥¡à  A ª®­¥ç­® ¡ §¨àã¥¬  á ¡ -
§¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢ {x[y, u]v, [x, y][u, v]}.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®£®ç«¥­ë

[x, y]z (1)

x[y, z] (2)

[x, y][u, v] (3)

x[y, u]v (4)

[x, y]z1z2 . . . zm[u, v],m = 1, 2, 3, . . . (5)

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �®«¨­®¬ (1) ®¡à §ã¥â ¡ -
§¨á â®¦¤¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  ~A1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì M1 =
var〈[x, y]z = 0〉, A1 = var A1. �®ª ¦¥¬, çâ®
A1 ⊆ M1.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® e12A1 = 0, ¨, ¥á«¨ x, y ∈
A1, â® [x, y] = λe12, λ ∈ F . � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î-
¡ ï  «£¥¡à  ¨§ A1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã (1),
â. ¥. A1 ⊆ M1.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥.
�ãáâì φ(X) = φ(x1, x2, . . . , xn) =∑
aix

αi1
i1 x

αi2
i2 . . . x

αin
in

= 0, £¤¥ ai ∈ F { ¯à®¨§-
¢®«ì­®¥ â®¦¤¥áâ¢® A1. �ç¨âë¢ ï (1), ¥£® ¬®¦­®
¯¥à¥¯¨á âì ª ª

φ(X) = φ(x1, x2, . . . , xn) =
∑

bix
β1(i)
1 x

β2(i)
2 . . . x̂k . . . xβn(i)

n x
βk(i)
k = 0,

k ∈ {1, 2, . . . , n}.

�§ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® φ(X) = 0 ¬®¦­®
áç¨â âì ®¤­®à®¤­ë¬. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã (1) { â®-
¦¤¥áâ¢® A1, â® ¢  «£¥¡à¥ A1 ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â-
­®è¥­¨¥

∑

k∈{1,2,...,n}
akxγ1

1 xγ2
2 . . . x̂k . . . xγn

n xγk

k = 0.

�¤¥« ¢ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ xi → e11 (i =
1, 2, . . . , t− 1, t + 1, . . . , n), xt → e11 + e12 ¤«ï ­¥-
ª®â®à®£® t ∈ {1, 2, . . . , n}, ¯®«ãç¨¬ ate12 = 0, ®â-
ªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® at = 0, â. ¥. ¢á¥ ak ¡ã¤ãâ à ¢­ë
­ã«î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ ¢á¥å
®¤­®ç«¥­ å φ(X) à ¢­ë ­ã«î, â. ¥.

φ(x1, x2, . . . , xn) ≡ 0 (mod T ([x, y]z)).

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, M1 ⊆ A1, ¨ ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®-
«ãç ¥¬ A1 = M1. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® {[x, y]z} {
¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë A1. �ç¨âë¢ ï á®®â­®-
è¥­¨¥ [xy, z] = x[y, z] + [x, z]y ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç-
­®áâì ª®¬¬ãâ â®à , ¯®«ãç¨¬, çâ®

T ([x, y]z) = L([x, y]z),

â. ¥. ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 â®¦¤¥áâ¢® (1) ®¡à §ã-
¥â ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ~A1.
�à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤«ï
 ­â¨¨§®¬®àä­®£® á«ãç ï. � ¨¬¥­­®, á¯à ¢¥¤-
«¨¢® á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �®«¨­®¬ (2) ®¡à §ã¥â ¡ -
§¨á â®¦¤¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  ~A2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. � áá¬®âà¨¬
¬­®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à M = var〈x[y, u]v =
[x, y][u, v] = 0〉 ¨ A = var A.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®© ¯à®¢¥àª®© ¬®¦­® ã¡¥-
¤¨âìáï, çâ® ¥á«¨ x, y, u, v ∈ A, â® [x, y] =
(λ1e12, λ2e21), λ1, λ2 ∈ F , ¨ [x, y][u, v] = 0,   â ª-
¦¥ A[x, y]A = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡ ï  «£¥¡à 
¨§ A ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ ¬ (3) ¨ (4), â. ¥.
A ⊆ M.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥.
�ãáâì ψ(X) = ψ(x1, x2, . . . , xn) =∑
aix

αi1
i1 x

αi2
i2 . . . x

αis
is

= 0, £¤¥ ai ∈ F { ¯à®¨§-
¢®«ì­®¥ â®¦¤¥áâ¢® A. �§ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ®
ψ(X) = 0 ¬®¦­® áç¨â âì ®¤­®à®¤­ë¬. �®áª®«ì-
ªã A = A1 ⊕ A2, â® ψ(X) = 0 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï
â®¦¤¥áâ¢®¬  «£¥¡à A1 ¨ A2. � áá¬®âà¨¬ á«¥-
¤ãîé¨¥ á«ãç ¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®«¨ç¥áâ¢  ¨
áâ¥¯¥­¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢ ψ(X).

�«ãç © 1. n = 1.
� íâ®¬ á«ãç ¥ ψ(X) = ψ(x1) = axγ1

1 = 0, â. ¥.
¤«ï ¢á¥å x1 ∈ A ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

axγ1
1 = 0,

¨§ ª®â®à®£® ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ x1 → e11 á«¥¤ã¥â,
çâ® a = 0.

�«ãç © 2. n = 2, degx1 ψ(X) = γ1 ≥ 1,
degx2 ψ(X) = γ2 ≥ 1.

�® ¬®¤ã«î â®¦¤¥áâ¢  (4): ψ(X) =
ψ(x1, x2) = ax1x

γ2
2 xγ1−1

1 +bx2x
γ1
1 xγ2−1

2 +cxγ1
1 xγ2

2 +
dxγ2

2 xγ1
1 = 0, â. ¥. ¤«ï ¢á¥å x1, x2 ∈ A ¢ë¯®«­ï¥â-

áï

ax1x
γ2
2 xγ1−1

1 + bx2x
γ1
1 xγ2−1

2 +
cxγ1

1 xγ2
2 + dxγ2

2 xγ1
1 = 0.

� «¥¥, ¯®áª®«ìªã (3) ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®¬ ¢
A, ¤«ï ¢á¥å x, y, u, v ∈ A ¨¬¥¥¬ xyuv = xyvu +
yxuv − yxvu. �®¤áâ ¢«ïï ¢ íâ® á®®â­®è¥­¨¥
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x → x1, y → xγ2−1
2 , u → x2, v → xγ1−1

1 , ¯®«ãç¨¬,
¨á¯®«ì§ãï (4):

x1x
γ2
2 xγ1−1

1 = xγ1
1 xγ2

2 + xγ2
2 xγ1

1 + xγ2−1
2 xγ1

1 x2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å
x1, x2 ∈ A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥

bx2x
γ1
1 xγ2−1

2 + cxγ1
1 xγ2

2 + dxγ2
2 xγ1

1 = 0.

�®¤áâ ¢¨¢ x1 → e11 + e12, x2 → e11, ¯®«ãç¨¬
de12 = 0, â. ¥. d = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

bx2x
γ1
1 xγ2−1

2 + cxγ1
1 xγ2

2 = 0.

� «¥¥ ¯®¤áâ ¢¨¬ x1 → e11 + e21, x2 → e11
¨ ¯®«ãç¨¬ ce21 = 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® c = 0.
�®«ãç ¥¬, çâ®

bx2x
γ1
1 xγ2−1

2 = 0.

�®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ x1 → e11, x2 → e11 ¯®«ã-
ç¨¬, çâ® be11 = 0 ¨ b = 0. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨

ψ(x1, x2) ≡ 0 (mod T (x[y, u]v, [x, y][u, v])).
�«ãç © 3. n ≥ 3, degxi

ψ(X) = γi ≥ 1.
�à¨¬¥­ïï (4), ¬®¦­® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å
x1, x2, . . . , xn ∈ A ¢ë¯®«­ï¥âáï

∑

k,l∈{1,2,...,n}
k 6=l

aklx
γk

k xγ1
1 xγ2

2 . . . x̂k . . . x̂l . . . x
γn
n xγl

l +

∑

m∈{1,2,...,n}
bmxmxγ1

1 xγ2
2 . . . x̂m . . . xγn

n xγm−1
m = 0.

�®áª®«ìªã ¤«ï ¢á¥å x, y, u, v ∈ A á¯à ¢¥¤«¨¢®
á®®â­®è¥­¨¥ xyuv = xyvu+yxuv−yxvu, â® ¯®¤-
áâ ¢¨¬ x → xt, y → xγ1

1 , u → xγ2
2 xγ3

3 . . . x̂t . . . xγn
n ,

v → xγt−1
t (¯à¨ t 6= 1 ¨ t 6= n) ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨,

çâ® γt ≥ 2 (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ­¥â á¬ëá«  à á-
á¬ âà¨¢ âì ¢â®àãî áã¬¬ã). �ç¨âë¢ ï, çâ® (4) {
â®¦¤¥áâ¢® ¢ A, ¯®«ãç¨¬

xtx
γ1
1 xγ2

2 . . . x̂t . . . xγn
n xγt−1

t =
xγt

t xγ1
1 xγ2

2 . . . xγn
n + xγ1

1 xγ2
2 . . . xγn

n xγt

t −
xγ1

1 xγ2
2 . . . xγt

t . . . xγn
n .

�á«¨ ¦¥ t = 1, â®, á¤¥« ¢ § ¬¥­ë x → x1,
y → xγ2

2 , u → xγ3
3 xγ4

4 . . . xγn
n , v → xγ1−1

1 , ¯®«ãç¨¬

x1x
γ2
2 . . . xγn

n xγ1−1
1 = xγ1

1 xγ2
2 . . . xγn

n +
xγ2

2 xγ3
3 . . . xγn

n xγ1
1 − xγ2

2 xγ1
1 xγ3

3 . . . xγn
n .

�à¨ t = n ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ ¨áå®¤­®¥ á®®â­®-
è¥­¨¥ x → xn, y → xγ1

1 , u → xγ2
2 xγ3

3 . . . x
γn−1
n−1 ,

v → xγn−1
n . �ã¤¥¬ ¨¬¥âì

xnxγ1
1 xγ2

2 . . . x
γn−1
n−1 xγn−1

n =
xγn

n xγ1
1 xγ2

2 . . . x
γn−1
n−1 + xγ1

1 xγ2
2 . . . xγn

n −
xγ1

1 xγ2
2 . . . xγn

n x
γn−1
n−1 .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ®
¤«ï ¢á¥å x1, x2, . . . , xn ∈ A ¢ë¯®«­ï¥âáï:

∑

k,l∈{1,2,...,n}
k 6=l

aklx
γk

k xγ1
1 xγ2

2 . . . x̂k . . . x̂l . . . x
γn
n xγl

l = 0.

� «¥¥, § ¬¥­ïï ¢ (3) x → xr, y → x1,
u → xγ1−1

1 xγ2
2 . . . xγ1−1

r . . . xγs−1
s . . . xγn

n , v → xs

(r 6= 1, s 6= n), ¯®«ãç¨¬:

xrx
γ1
1 xγ2

2 . . . xγr−1
r . . . xγs−1

s . . . xγn
n xs =

xrx
γ1
1 xγ2

2 . . . xγr−1
r . . . xγn

n +
xγ1

1 xγ2
2 . . . xγs−1

s . . . xγn
n xs − xγ1

1 xγ2
2 . . . xγn

n .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ¤«ï
¢á¥å x1, x2, . . . , xn ∈ A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥
á®®â­®è¥­¨¥:

axγ1
1 xγ2

2 . . . xγn
n +

∑

k∈{2,3,...,n}
bkxkxγ1

1 xγ2
2 . . . xγk−1

k . . . xγn
n +

∑

l∈{1,2,...,n−1}
clx

γ1
1 xγ2

2 . . . xγl−1
l . . . xγn

n xl = 0

�ë¯®«­¨¢ ¯®¤áâ ­®¢ªã xt → e11 + e12 ¤«ï
­¥ª®â®à®£® t ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, xi → e11 (i =
1, 2, . . . , t−1, t+1, . . . , n), ¯®«ãç¨¬, çâ® cte12 = 0,
®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ct = 0, â. ¥. ¢á¥ cl ¡ã¤ãâ à ¢-
­ë ­ã«î. �ã¤¥¬ ¨¬¥âì:

axγ1
1 xγ2

2 . . . xγn
n +

∑

k∈{2,3,...,n}
bkxkxγ1

1 xγ2
2 . . . xγk−1

k . . . xγn
n = 0.

�¥¯¥àì ¯®¤áâ ¢¨¬ xt → e11 + e21 ¤«ï ­¥ª®â®-
à®£® t ∈ {2, 3, . . . , n}, xi → e11 (i 6= t). �®«ãç¨¬:
bte12 = 0 ¨ bt = 0, â. ¥. ¢á¥ bk ¡ã¤ãâ à ¢­ë ­ã«î.
�®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥­áâ¢®:

axγ1
1 xγ2

2 . . . xγn
n = 0,

¨ ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ xi → e11, i = 1, 2, . . . , n, ¯®-
«ãç¨¬, çâ® ae11 = 0 ¨ a = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

ψ(x1, x2, . . . , xn) ≡ 0
(mod T (x[y, u]v, [x, y][u, v])).

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, M ⊆ A, ¨ ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®-
«ãç ¥¬ M = A. �®£¤  {x[y, u]v, [x, y][u, v]} { ¡ -
§¨á â®¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë A.
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� â®¦¤¥áâ¢ å ¯à®áâà ­áâ¢ «¨­¥©­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© . . .

� «¥¥ ¨§ á®®â­®è¥­¨ï [xy, z] = x[y, z] +
[x, z]y ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ª®¬¬ãâ â®à  á«¥-
¤ã¥â, çâ®

T ([x, y][u, v], x[y, u]v, [x, y]z1, z2, . . . , zm[u, v]) =
L([x, y][u, v], x[y, u]v, [x, y]z1, z2, . . . , zm[u, v]),

m = 1, 2, . . . ,

®âªã¤  ¯® «¥¬¬¥ 1 ¯®«ãç¨¬, çâ® ¯®«¨­®-
¬ë (3){(5) ®¡à §ãîâ ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢ ¢¥ª-
â®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ~A. �®ª ¦¥¬ â¥-
¯¥àì, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ~A ï¢«ï-
¥âáï ���-¯à®áâà ­áâ¢®¬. �ãáâì Gl =
{[x, y][u, v], x[y, u]v, [x, y]z1z2 . . . zm[u, v]|m =
1, 2, . . . , l} ¨ gl+1 = [x, y]z1z2 . . . zl+1[u, v]. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® ¢á¥ â®¦¤¥áâ¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ~A
á«¥¤ãîâ ¨§ ­¥ª®â®à®© ª®­¥ç­®© á®¢®ªã¯­®áâ¨
â®¦¤¥áâ¢ {f1, f2, . . . , ft}. �®£¤  f1 ∈ L(Gk1),
f2 ∈ L(Gk2), . . . , ft ∈ L(Gkt). �ãáâì k =
max{k1, k2, . . . , kt}. �®£¤  f1, f2, . . . , ft ∈ L(Gk)
¨, ¯®áª®«ìªã gk+1 = 0 { â®¦¤¥áâ¢® ~A, â®
gk+1 ∈ L(Gk). �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯®«¨­®¬
gk+1 = 0 á«¥¤ã¥â ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¯®«¨­®¬®¢
Gk. � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ~V =
〈a, b1, b2, . . . , bk+3〉F , ¢«®¦¨¬®¥ ¢  «£¥¡àã V =
〈a, b1, b2, . . . , bk+3〉F á ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ á®®â­®è¥-
­¨ï¬¨ a2 = abi1bi2 . . . bima = biabj = [bi, bj ] = 0,
m ≤ k + 2. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢á¥ ¯®«¨­®¬ë ¨§
Gk ï¢«ïîâáï â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ ¢ íâ®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.
�¤­ ª®, ¢ë¯®«­¨¢ ¯®¤áâ ­®¢ªã x → a, v → a,
y → b1, u → b2, zi → bi+2, i = 1, 2, . . . , k + 1,
¯®«ãç¨¬, çâ® gk+1 = ab1b2 . . . bk+3a 6= 0. �­ ç¨â,
gk+1 = 0 ­¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®¦¤¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  Gk.
�®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ~A {
���-¯à®áâà ­áâ¢®.

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï. � à ¡®â¥ [3] à á-

á¬ âà¨¢ «áï ¢®¯à®á ª®­¥ç­®© ¡ §¨àã¥¬®áâ¨ â®-
¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë V = V ⊕ E (V { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢®, E ⊆ EndF V , F { ¯®«¥) ¨§ ¬­®£®®¡à -

§¨ï var〈x(yz) = 0〉. �¥­ã«¥¢ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  «-
£¥¡àë V § ¤ îâáï ¯à ¢¨«®¬ (v1 + e1)(v2 + e2) =
v1e2 (v1e2 { à¥§ã«ìâ â ¤¥©áâ¢¨ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï
e2 ∈ E ­  ¢¥ªâ®à v1 ∈ V ). � ç áâ­®áâ¨, ¢ [3]
¤®ª § ­®, çâ® ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢-
­ëå ¯®«¨­®¬®¢ G = {g1, g2, . . . } ï¢«ï¥âáï ¡ -
§¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  E â®-
£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ­¥ áá®æ¨ -
â¨¢­ëå ¯®«¨­®¬®¢ zG = {zg1, zg2, . . . } (à ááâ -
­®¢ª  áª®¡®ª { ¯à ¢®­®à¬¨à®¢ ­­ ï) ®¡à §ã¥â
¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢  «£¥¡àë V = V ⊕ E. �§ íâ®£®
á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áá®æ¨ â¨¢­ ï «¨­¥©­ ï  «£¥¡à 
V = V ⊕ E ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢ â®-
£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢® E ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© ¡ §¨á â®¦¤¥áâ¢.

�®«®¦¨¬ V = 〈v1, v2, v3, v4〉F , E =
〈e11, e12, e33, e43〉F ∼= ~A = ~A1⊕ ~A2. �¯à¥¤¥«¨¬ ­ 
V ã¬­®¦¥­¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢á¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨ï ¡ §¨á­ëå í«¥¬¥­â®¢ § ¤ îâáï ¯à ¢¨«®¬
vieij = vj . �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï â -
ª¨¬ ®¡à §®¬  «£¥¡à  V = V ⊕ ~A ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
¬­®£®®¡à §¨î var〈x(yz) = 0〉.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬ë ¨ à -
¡®âë [3] ¢ëâ¥ª ¥â

�«¥¤áâ¢¨¥. �¥ áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à  V =
V ⊕ ~A, £¤¥ V = 〈v1, v2, v3, v4〉F ¨ ~A = ~A1 ⊕ ~A2
ï¢«ï¥âáï ���- «£¥¡à®© á ¡ §¨á®¬ â®¦¤¥áâ¢

{x(yz), z[x, y][u, v], zx[y, u]v,

z[x, y]z1z2 . . . zk[u, v]|k = 1, 2, . . . }

(à ááâ ­®¢ª  áª®¡®ª ¢ á«®¢ å, £¤¥ íâ® ­¥ ãª § -
­®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¯à ¢®­®à¬¨à®¢ ­­®©).

�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â £«ã¡®ªãî ¡« £®¤ à­®áâì
á¢®¥¬ã ­ ãç­®¬ã àãª®¢®¤¨â¥«î ¤®æ¥­âã
�.�. �á ¥¢ã §  ¯®áâ ­®¢ªã § ¤ ç¨, ¯®¬®éì ¯à¨
­ ¯¨á ­¨¨ à ¡®âë ¨ âé â¥«ì­®¥ ¢ëç¨âë¢ ­¨¥
â¥ªáâ ,   â ª¦¥ ¯à®ä¥áá®àã �.�. � «ìæ¥-
¢ã §  æ¥­­ë¥ á®¢¥âë, § ¬¥ç ­¨ï ¨ ¯®áâ®ï­­®¥
¢­¨¬ ­¨¥ ª à ¡®â¥.
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