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��������� Ǳ����� ��������� ��������
� ���� ���������� ���������� H ������ ��!"
��# ������� A � �����# ��������� M $A ∈
M%& ������'����� domM

A $H%& ��������  ���"
(� ��� )�������� a ∈ A ����*& '�� ϕ$a% + ψ$a%
�� �,��* ���* ���-����� ϕ,ψ . A → M ∈ M&
 ������,/�* �� H�

��������� ���'��� ! � �����'��* ���  �*
������ ��!��* ������ ��0��� 1 ������ ���& ��� ��"
������� ������� �  �������� ! � ����������"
������* ������ ��!��* ������& ���� ���� �� "
2������ ����� ��������� ��  ��'�#& �����
A �∈ M� Ǳ����� ! �����(�� �! ��� �� � �� "
 �������� ���(� ��� ���������� L$A,H,M% +
{domN

A $H% | N ∈ Lq$M%}& ��� Lq$M% 3 ��"
2���� �������������������# ��������������"
�� M� 4 �� ������ ������ ����� . ��� ����*
� ����* )�� ���(� ��� �������� ��2���� ��"
�� ����!�� ���������"���(� �������� ���,'�"
��5

1 ������ ��� $����� ���% �������� ����� ���

∩
i∈I

domMi

A $H% + dom
∨

i∈I
Mi

A $H%

�� �������!���� ����'���� ���(� ��� �����"
�����������# Mi$i ∈ I%& ������ ��!��# ��"
����� A � �� ���������� H� 6���� �����!&
'�� ��������� �! )���� ����� ��� �� �,��"
�� $�� �������!�� ����'����% ���(� ��� ���"
�������������# Mi ∈ Lq$M%$i ∈ I% ����'�"
��& '�� ���(� ��� ���������� L$A,H,M% ����"
���� �����, ��2���� ���� ����!�� ���������"
���(� �������� ���,'���& � ������# ��2���'"
��� �����7�� ����������  ����,/�� �������.

domN
A $H% ∧ domR

A $H% + domN∨R
A $H%,

domN
A $H% ∨ domR

A $H% + domK
A$H%,

��� K 0 �����������������& ����(������ � ���
������ ������������������ F ∈ Lq$M%& '��
domF

A$H% ⊇ domN
A $H% ∪ domR

A $H%�
1 �� ��/�# ������ ��#���� ����*������ �

�� ����'��� � ���� ��������� �� ����� ���

∩
i∈I

domMi

A $H% + dom
∨

i∈I
Mi

A $H%

�� ��������!���� ���(� ��� ��������������"
��# Mi ∈ Lq$M%$i ∈ I% �  ��'��& ����� M
3 ��������!��� ����������������� �������*
�����& A 0 ������& H 0 ��������� ������ A�

Ǳ	���
	������� �
���
���� 8����
���& ��������� �������� ��������� H ������
A � ����������������� M  ����,/�� �������.

domM
A $H% + {a ∈ A | ∀M ∈ M ∀ϕ,ψ . A → M,

� �� ϕ |H+ ψ |H , �� ϕ$a% + ψ$a%},
��� ϕ,ψ . A → M 0 �������-���� ������ A �
������ M 9 ϕ |H & ψ |H 0  �(���� �������-�����
ϕ& ψ �� H9 ϕ$a%& ψ$a% 0 ������ )������� a ���
�������-����* ϕ& ψ�

:� ���������� ��������� ��������& '�� ��
����  ���������# ������ A&  ����(�/�# H�
;������� ���(� �������!& '�� �� ��������!"
��* ����������������#N & R ���,'���� N ⊆ R
���'�� ���,'���� domR

A $H% ⊆ domN
A $H%�

1 ������ � ���!��,�   ����,/�� �����"
(�����
����
 ��& ����� ����� Ǳ���� N ,R � ��	
��

	����� ���
��	�		����
� ��
��������� ���

����� A � �������� H � �	�������� ������� A�
�	��� domN

A $H% ∩ domR
A $H% + domN∨R

A $H%�
���	��
 � �<& ������� ��� �	�
�
	� �	��

������ H ������ A  ��	
�	���	� ���
��	�
�		����

 ������� ����� M �	������ � ��
�

������� �	������	� �	������	� ������ A� �	�
��� �!�� H� "���	�������� �	 �	�	�	� 
�
M�

Ǳ�������  �� �� ���������* � ������ ���"
���'���#�
� 0 ���(� ��� �������!��* '� ���
� 0 ���(� ��� ��� ��* '� ���
$n, r% 0 ������!2�# ��/�# �������! '� ��

n, r ∈ ��
A/H 0 -�����"������ ������ A �� ������!"

��# ��������� H�
| a | 0 ������ )������� a�
a 0 ������'���� )������� aH -�����"������

A/H�
hp$a% 0 p"�� ��� )������� a�
gr$H% 0 ��������� ������ A& ����(�����

������(� ���� H ⊆ A�

��



=>?4=>?:�> : =4@>;:�>

e 0 �����'��# )������ �������
Z 0 �� ����'�� 7����'� �� �������
Zn 0 7����'� �� ������ ������ n�
Zp∞ 0 �����7����'� �� ������ ���� p∞& ���

p 0 ��� ��� '� ���
q$A�, ..., An% 0 ����(������ ��������

A�, ..., An ������������������
Ǳ� �! A 0 ������� ������& a ∈ A& p ∈ P � ;��"

���!2�� ������7����!��� 7���� '� �� n& �� ��"
������ ��������� xpn

+ a ����� ��2���� x ∈ A&
��������  p"�� ���# )������� a� 4 �� ������"
��� xpn

+ a �����2��� ��� �,��� n& �� a ����"
����  )�������� �� ����'��# p"�� ����

����� ���������  ��� ���� ����������"
������# �������* �����& ������ � �A�� 8���� "
�� �A�& ��� ���������������� �������* �����
 ������,� ����� � ���!�� �����& ����� ��� ���"
,� ���������� ���� �'���  ���(� ���� �����
Q&  � ��/�� �� ����� Z,E � 7����'� ��* p"
�����& ��� p ��������� ���(� ��� � �* ��� ��*
'� ��� :� �A� ��������& '�� ��������!��� �����"
������������ M �������* ����� ���� ������ �
���� M + q$S% �� ���������� S ⊆ Q& � 7����"
'� �� p"������ ��������(�� ��������������"
��, q$S% � ��� � ���!�� � ���  ��'��& �����
��� ������-�� ���*��/�# ��������� ������"
��# ������ �� S� ����� ����& � �� M + ∨

i∈I
Mi&

Mi + q$Si%, $Si ⊆ Q%& �� M + q$ ∪
i∈I

Si%� B������

���(�& '�� � �� ������ Z �� ��������(�� ���"
�������������, M + q$S%& �� ���(� ��� S  �"
 ���� �� ����'���� '� �� ��������-��* 7����"
'� ��* p"�����& � ����������������� M ����"
  ��������������

: ���!������ � ������  ������ �� ������
�����  ����(��  � �C�& � �� ������ ����������"
������# 0 � �D0����

�������� 	�����
�� 1����  ����,/�
���	��
 �� Ǳ���� M � ��	
�	���	� ���

�
��	�		����
� ������� ������ A � �������
H � �� �	�������� Mi ∈ Lq$M% ��� ��� i ∈ I 

A + A/domM

A $H%� �	���

∩
i∈I

domMi

A $H% �+ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%

 �	� 
 �	���	  �	� ���#��� �	��� ��	����	

	��	 
� �����$!
� ���	
��

$E% % ������ A ��!������ &������ a ���
�	�� #�	 | a |+ pk ��� ���	�	��� p ∈ P � k ∈ N

 hp$a% + ∞� Zp∞ �∈ Mi ��� �$�	�	 i ∈ I�
Zp∞ ∈ ∨

i∈I
Mi�

$EE%  ������ A ��!������ &������ a ���
�	�� #�	 | a |+ ∞� q$Zphp�a� | p ∈ P % ⊇ Mi�

Z �∈ Mi ��� �$�	�	 i ∈ I� Z ∈ ∨
i∈I

Mi�

���
�
�������� Ǳ� ������� � A ∈ M�
Ǳ� �! a 0 )������& �� �������� ��������� � ��"
��� $E%� F ��& '�� a ∈ ∩

i∈I
domMi

A $H%� Ǳ���"

(��& '�� a �∈ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%� 1����� ������'����
F + gr$g ∈ A | $| g |, p% + �%� 6���� �����!&
'�� A/F ∈ qZp∞ ⊆ ∨

i∈I
Mi� G�  ������ 7���'��

�������-����� ϕ . A → A → A/F � Ǳ� ���!��

ϕ$a% �+ e& �� a �∈ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%�
Ǳ�������(�� �����!& '�� �� )������� a ��"

������� � ����� $EE%� ?���� a ∈ ∩
i∈I

domMi

A $H%�

B�����'�� '���� T $A% �������'� ��, '� �!
������ A� Ǳ� �! ϕ . A → A → A/T $A% 0 7�"
��'�� �������-������ ;������� �������!& '��
A/T $A% ∈ qZ ⊆ ∨

i∈I
Mi � ϕ$a% �+ e� H��'��&

a �∈ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%�
����(�� �������� �����(������ Ǳ� �! ��"

���! ∩
i∈I

domMi

A $H% �+ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%� Ǳ� ���!��

∩
i∈I

domMi

A $H% ⊇ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%& �� ��#���  )��"

���� a ∈ ∩
i∈I

domMi

A $H%& a �∈ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%� 1��"
��(��  ����,/��  ��'���

$E%| a |< ∞� =�(��  '����!& '�� | a |+ pk ��
��������* '� �� p ∈ P & k ∈ N �

��# ������!��& | a |+ pk�
�

· · · pks
s + pki

i di& ���
$di, pi% + �& p�, . . . , ps ∈ P � F ��& '�� adi �∈
dom

∨
i∈I

Mi

A $H% �� ���������� i ∈ I � | adi |+ pki
i �

4 �� a �� ����  )�������� �� ����'��#
p"�� ��� � A& �� ��#���  '� �� l ∈ N �����&

'�� a �∈ A
pl

� I����  '����!& '�� l 0 �������!"
���  �����  ��# ����� ?���� ϕ$a% �+ e& ���

ϕ . A → A → A/A
pl

∈ qZpl ⊆ ∨
i∈I

Mi� 4 ��

Zpl �∈ ∨
i∈I

Mi& �� a ∈ dom
∨

i∈I
Mi

A $H%� B� ,��  ��"

�� ��������& '�� Zpl ∈ Mi �� ���������� i& �
a ∈ domMi

A $H%& '�� �� ���� 8���������!��& a
����  )�������� �� ����'��# p"�� ��� � A�

Ǳ�������(��& '�� Zp∞ ∈ Mi �� ����������
i ∈ I� G�  ������ 7���'�� �������-����� ϕ .
A → A → A/F & ��� F + gr$g ∈ A | $| g |, p% + �%�
1���� ����& '�� A/F ∈ qZp∞ � ϕ$a% �+ e& �����
a �∈ domMi

A $H%� Ǳ���'����� ���������'�� ����"
'���& '�� Zp∞ �∈ Mi �� � �* i ∈ I�

B'������& '�� � �� Zp∞ �∈ ∨
i∈I

Mi& �� a ∈

dom
∨

i∈I
Mi

A $H%& '�� �������� ?���� �������&
Zp∞ ∈ ∨

i∈I
Mi�

:  ������  ��'�# $EE%& ����� | a |+ ∞� ��"
�� ���& '�� Z ∈ Mi& � �� ����� 7���'�� ����"
���-����� ϕ . A → A → A/T $A%� Ǳ� ���!��

��



�� ����� ���	�
�� ������� ���������� � � �

A/T $A% ∈ qZ ⊆ Mi& ϕ$a% �+ e& �� a �∈ domMi

A $H%�
Ǳ���'����� ���������'�� ����'���& '�� Z �∈ Mi�

4 �� Z �∈ ∨
i∈I

Mi& �� {Mi | i ∈ I} 0 ����'"

��� ���(� ��� �����'��* ����������������# �

�� ����� � ∩
i∈I

domMi

A $H% + dom
∨

i∈I
Mi

A $H%& '�� ��

���� H��'��& Z ∈ ∨
i∈I

Mi�

Ǳ�������(��& '�� Zpl �∈ q$Zphp�a� | p ∈ P %&

�� Zpl ∈ Mi �� ���������� i ∈ I� ?����

a �∈ A
pl

� G�  ������ 7���'�� �������-�����

ϕ . A → A → A/A
pl

∈ Mi � ����� �� ���"
����� ��� -���& '�� ϕ$a% �+ e& ����'��& '��
a �∈ domMi

A $H%� 1�����2�� ���������'�� ����"
'���& '�� q$Zphp�a� | p ∈ P % ⊇ Mi �� � �* i ∈ I�
?��  ���� ������� ���������

 �!���"	
#������� �$����

�� JKLMNN& O�P� QRESTURVEKSK WXY YTSEXETXK Z
O�P� JKLMNN ZZ [UT\MMYEX]K T^ _VM `TX^MUMX\M
TX `W_M]TUE\WN aN]MLUW& bRUEX]MU� 0 cMd eTUf&
�D<��

�� gW]EYEX& a� hTSEXETXK EX iWUEM_EMK T^ XENRT_MX_
]UTjRK Z a� gW]EYEX ZZ `TSS� aN]MLUW� 0 �			�
0 k� �C& lm�

m� nWKKMUSWX& h� QRESTURVEKSK WXY YTSEXETXK EX
iWUEM_EMK T^ NW__E\MK Z h� nWKKMUSWX ZZ [V�h�
_VMKEK� 0 cMd eTUf& �		��

�� oMU]SWX& p�g� qUYMUEX] \TRUTYj\_K T^ ]UTjRK
WXY KMSE]UTjRK Z p�g� oMU]SWX ZZ O� aN]MLUW�
0 �DD	� 0 k� �mm& l��

�� ojYfEX& a� hTSEXETXK EX rjWKEiWUEM_EMK T^ jXE"
iMUKWN WN]MLUWK Z a� ojYfEX ZZ b_jYEW sT]E\W� 0
�		�� 0 k� AC& l�0��

<� t�*���& 8�>� B ��2����* ���������� � ���"
�������������* �������* ����� Z 8�>� t�"
*��� ZZ >������ � ������� 0 �		�� 0 ?� ��& l��

A� 1���������& >�>� ���������������� �����"
��* ����� Z >�>� 1��������� ZZ >������ �
������� 0 �D<�� 0 ?� �& l<�

C� ����������& =�:� B ���� ������ ����� Z
=�:� ����������& u�:� =�������� 0 =�&
�DC��

D� =��!7��& >�:� >�������'� ���  � ���� Z
>�:� =��!7��� 0 =�& �DA	�

�	� I�����& >�:� ���������������� ����� Z
>�:� I������ 0 I������& �		��

��� v�������& 1�>� >�������'� �� ����� ���"
�������������# Z 1�>� v�������� 0 ;��� �"
��� �& �DDD�

��


