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�� & ��'��� ���%��
���� � ���()�� ����� ������� �����
� �������
��� ���������� ����*

∂�ρf φ�
∂t +

∂�ρf φvf �
∂x , 	,

∂�ρs��−φ��
∂t + ∂�ρs��−φ�vs�

∂x , 	,

-�.

φ-vs − vf . , k-φ.-
∂pf

∂x
+ ρfg., -�.

∂vs

∂x , −a�-φ.pe − a�-φ.-
∂pe

∂t + vs
∂pe

∂x .,

pe , -�− φ.-ps − pf .,

-/.

φpf + -�− φ.ps , ptot0 -�.

������ �����
� ����#���� ����
����� ���
���1�������� ������
�%����� �������� ���
��
�
�� �������� � ������������ ������ ������
2�3� 4���" ρf , ρs, vs, vf 5 �������������� ������
�#� � ������� � �������� 6��0 φ 5 ���������"0
g 5 � ������" 
�����#$ �� 0 k-φ. 5 �����1���

���"0 a�-φ.7 a�-φ. 5 ����
���# ������ �����#0
ptot , p�+ρsg-H−x. 5 �')�� ��� ���� -������#�
6���1��.� 4���%� �������� � 8� ����#$ �����
������$ x7 t -��%� � ���%��� �� � �'��� H ��
�����$����� ��
 �7 ��" x ������ ��� ����$7 ����
�������� �����$���� ��� x > 	7 p� , const.�
�������� � ������" ������ �����# ρs ������

����� ����������� ����
#
� �� �(��� �� ��
%��# φ7 ρf 7 vs7 vf 7 pf � 9����
� ��������� -�.5-�.
��
#������  �'� �������
 ��������� ���������
�������� pf , p-ρf .7  �'� ������ ������
 �
�����
��
���� �������� -ρf , const > 	. 2�3�

9����
� -�.5-�. ' ���� �� ��������� �����
�
��������� �������� �
��� ���� � �����#
� %��
���1�
� 2�3� :��'������"( �����
# -�.5-�. ����
�� �� ����� ���'$���
���" �'��������� 6����
%������ ����1��� 
����
�
� � � ���������� φ
���� 	 ≤ φ ≤ ��

& ������)�� ��'��� ������� ���  ��� "���
� ����%����� �����!�
���" ����%� ��!� � �
�����
# -�.5-�. � � �%��7 ����� ρf 5 6���1��
��� ����� Ǳ�� ����������� ρf �������� ������
!�
���" <� 1� �
= �� ���
����
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����
 �� > � >T , > × -	, T . ���
6���1���� "�#$ �����������7 ������������"
�'����%����7 ������#$ � 2/7 � � �3� Ǳ���"
|| · ||q,� 5 ���
� � ������������ ?�'��� Lq->.7 q ∈
2�,∞3� Ǳ� ���
 � � ��������� || · ||q , || · ||q,�7
|| · || , || · ||�,�� @���� ���� "��(��� ���������
���� 9�?� 9�'� ��� W l

p->.7 l 5 ������ "���7 p ∈
2�,∞37 � ���
�� ||f ||W l

p���
,

l∑
m��

||Dm
x f ||p,��

� � 6���1��7 ������ ���#$ �� >T 7 ��
 ���
���'�(��� ������������ Lq,r->T . � ���
�� |||| ·
||q,�||r,G7 G , -	, T .7 q, r ∈ 2�,∞3 � ���������
���� Lr-	, T 0W

l
p->.. � ���
�� || · ||Lr��,T �W l

p����
,

|||| · ||W l
p���

||r,G�
�� ��
������ ������������� Ǳ�� ��� ��

������� �����
# -�.5-�. ���� "��(��� ����
���
�#� ?������� 2�7 �� �A3� Ǳ���" y , y-ζ, x, t. 5
��!���� ����%� ��!�* ∂y

∂ζ , vs-y, ζ., y|ζ�t ,

x ∈ 2	,H3� Ǳ� ���
 ξ , y-ζ, x, t.|ζ�� � ���"
�

�� ���#� ����
���#� ξ � t� @���� -�− φ.-ξ, t. ,
-�−φ�.-ξ.J-ξ, t.7 ��� J-ξ, t. , ∂ξ

∂x 5 ���'��� �����
$���� Ǳ���$��� �� -ξ, t. � 
�����#
  ��������
�#
 ����
���#
 -Bx, t. �� ����� � -�−φ�.-ξ.dξ ,

dBx, Bx-ξ. ,
ξ∫
�

-� − φ�.-η.dη ∈ 2	, �3 � ��$�����

����
 � � ����
����� Bx �'����%���� x7 �����
�
��������� -�.5-�. � ���#$ ����
���#$ ���
��
���

∂

∂t
-ρf

φ

�− φ
. +

∂

∂x
-ρfφ-vf − vs.. , 	, -�.

∂-�− φ.

∂t
+ -�− φ.�

∂vs

∂x
, 	, -C.

φ-vs − vf . , k-φ.--�− φ.
∂pf

∂x
+ ρfg., -A.

-�− φ.∂vs

∂x , −a�-φ.pe − a�-φ.
∂pe

∂t ,

pe , -�− φ.-ps − pf .,

-D.
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φpf + -�− φ.ps , ptot. -J.

& ��������� -�. ��
���
 φ-vf − vs. �� ���
���� ����� -A.7 � � ��������� -D. ��
���
 ∂vs

∂x
�� ��������� ������#������ -C.� �%��#��� -J.7
���$���
 � � ���()�� �����
� ��������� �����
���� "�� ���������#$ ρf � φ*

∂
∂t -

φ
�−φρf . ,

∂
∂x -ρfk-φ.--�− φ.

∂pf

∂x + ρfg.,

pf , p-ρf .,
-�	.

�
��−φ�

∂��−φ�
∂t , a�-φ.pe + a�-φ.

∂pe

∂t ,

pe , ptot − pf .

-��.

4���" k-φ. , k�
μ φn7 pf , Aρf 7 k�, μ,A 5 �� ��

���� "�#� ��������#�� � � �����
# -�	.7 -��.
����
����
 �� ����*

pf |t��, p�-x., φ |t��, φ�-x.. -��.

� ����%�����  ��� "��� �����!�
���" �����
%� -�	.5-��. ��� �������%�� � ����$ ��%� "�#$
����#$ -p�-x., φ�-x. ∈ W l

�->., 	 ≤ φ�-x. < �7
l > 	

� . � ����� �� ���� "����� ��'��# 2�3�
�� ���
�� ����������� ����� & � �%��

ρf , const ����
����
 
��� "��( ����%� -�.5
-�.7 � �� ����
� a�-φ. , 	, a�-φ. , const >
	, g , 	 ��!��
�( � �' ���� -x, t. ∈ >T ,
> × -	, T .7 > , -	,H.7 ��� �����#$ � ��%� "�
�#$ �� ����$

vs |x��,x�H, 	, vf |x��,x�H, 	,

vs |t��, v�s-x., vf |t��, v�f -x.,

φ |t��, φ�-x., pf |t��, p�-x..

-�/.

4���" k-φ. ≥ 	7 ��� φ > 	7 k-φ. , 	7 ��� φ ≤ 	7
pf , p� − pe�

�� ��������� ������#������ -�. �
��
 ���
������� φvf + -� − φ.vs , 	7 �7 � ������� "��7
vs − vf , vs

φ � &
���� -�.5-�. �� �%�
 � ���(�
)�( �����
�

∂-�− φ.

∂t
+

∂--�− φ.vs.

∂x
, 	, vs , k-φ.

∂pf

∂x

∂vs

∂x
, −a�-

∂pe

∂t
+ vs

∂pe

∂t
..

& ����
���#$ ?������� 8�� �����
� ������

��� ���*

∂��−φ�
∂t + -�− φ.� ∂vs

∂x , 	,

vs , k-φ.-�− φ.
∂pf

∂x ,

-��.

-�− φ.
∂vs

∂x
, −a�

∂pe

∂t
, pf , p� − pe. -��.

& ����
�������
�
 � �%�� �� ����#$ �����
����� -��.7 -��. �#����
 � ���()�� �������� ��
��� � � pe-x, t.*

pe-x, t. ,
�

a�
KL

�− φ-x, t.

�− φ�-x.
+ p� + p�-x.. -�C.

�� �� ���� -�/. � ������ ����� ����� � ����

��7 %�� k-φ.-� − φ.
∂pf

∂x , 	 ��� x , 	 � x , H7 �
�� -�C. �
��
*

∂pf

∂x , �
a���−φ�

∂φ
∂x +G-x.,

G-x. , − �
a���−φ��x��

∂φ��x�
∂x + ∂p��x�

∂x .

-�A.

4�
���� vs � ��������� ������#������ �� ���
���� �����7 �

∂pf

∂x 5 �� -�A.7 ���$���
 � � ����
()�� ����%� � � φ-x, t.*

∂

∂t

(
φ

�− φ

)
,

∂

∂x

(
k-φ.

a�

∂φ

∂x
+ k-φ.-�− φ.G-x.

)
,

-�D.

-k�φ�
a�

∂φ
∂x + k-φ.-�− φ.G-x.. |x��,x�H, 	,

φ |t��, φ�-x..

-�J.

9 ����� ��
����"7 %�� ��������� -�D. �#���
������� �� ��!���� -M-	. , 	. 2�7 �� �	D3�

� ��������� �� :�����%����( ��
���
�(
� >T 6���1�( φ-x, t. ������
 �'�')���#
 ���
!����
 ����%� -�D.7 -�J.7 �� � 	 ≤ φ-x, t. ≤ �
��%�� ��(�� � >T 7 k�/�-φ.-� − φ.−� ∂φ

∂x ∈ L�->T .
� � � ������� "��� 6���1�� ψ-x, t. ∈ W �

� ->T .7
ψ-x, T . , 	7 x ∈ > � ��� ��%�� ���$ t ∈ 2	, T 3
�#�� ������ ���������

−
H∫
�

-
φ-x, t.

�− φ-x, t.
ψ-x, t.− φ�-x.

�− φ�-x.
ψ-x, 	..dx ,

,

t∫
�

H∫
�

-
∂ψ-x, τ.

∂x
-
k-φ.

a�

∂φ

∂x
+ k-φ.-�− φ.G-x..−

− φ�x,τ�
�−φ�x,τ�

∂ψ�x,τ�
∂τ .dxdτ.

-�	.
Ǳ���" 6���1�� k-φ.7 G-x. ���� ������(�

�� ����


c-φ. ,

φ∫
�

-�− ξ.k-ξ. dξ ≥ 	, φ ∈ 2	, �3,

∂G�x�
∂x ≥ 	, x ∈ -	,H.,

G-	. ≥ 	, G-H. ≤ 	.

-��.
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s ,
φ

�− φ
, a-s. ,

k-s.

a�-� + s.�
, b-x, s. ,

k-s.

� + s
.

4���%� -�D.7 -�J. �����
��� ���

∂s

∂t
,

∂

∂x

(
a-s.

∂s

∂x
+ b-x, s.G-x.

)
,

-a-s.
∂s

∂x
+ b-x, s.G-x.. |x��,x�H, 	,

s |t��, φ�-x.

�− φ�-x.
.

9�)���������� �'�')������ ��!���� 8���
����%� -� �
#� � ������ ���� �. �����#�
������ �������#
 �����'�
 � ��
�)"( ε�
���� �����1�� � 
����� N� ������ -�
�* 2�7 ��
���3.� Ǳ�8��
� ��������
 6���%����� ����1��

����
�
� 	 ≤ φ-x, t. ≤ ��

& ��������� -�	. ��� ��
 ��
��� s ,

φ
�−φ � Ǳ� ���
 ψ-x, t. , �

δ

t∫
t−δ

Bzδ-x, τ. dτ 7 Bzδ ,

�
δ

t
δ∫
t

Bz-x, τ. dτ 7 Bz-x, t. , max{z-x, t., 	}7 z-x, t. ,

−s-x, t.� Ǳ�� � ����� "���� ����$��� ��� δ → 	
�� �%�


�

�
||Bz-t.||� +

t∫
�

H∫
�

a-s.
∂z

∂x

∂Bz

∂x
dxdτ ,

,

t∫
�

H∫
�

G-x.b-Bz.
∂Bz

∂x
dxdτ ,

,

t∫
�

-G-H.c-Bz-H, τ.. − G-	.c-Bz-	, τ...dτ−

−
t∫

�

H∫
�

c-Bz.
∂G-x.

∂x
dxdτ.

O �%���
 -��. �� �%��
7 %�� ||Bz-t.||� ≤ 	� :��
���� � �����7 %�� Bz , 	 ��%�� ��(�� � >� 9 ��
������ "��7 s ≥ 	, � ���%�� 	 ≤ φ ≤ ��

#�$���%��&�
��
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�� OPLLPKKQ7 R�S�T� OPUVWXYZPL�[\Z]^L _`�
Z[ _Pa ZL ]ZbXP^KWbYZX \PXM c R�S�T� OPLLPKKQ7
d`� d`� eP[KW[XfZMP] cc g^P[ZLWUZXW SXYW� 5
�JJD� 5 hPK� ��7 i�5/�

�� gW\[7 j�k� TQLWUZXb Pl mWb�_`Z[Zn^[ o^[b
c j�k� gW\[7 R�p� e\ZYXf^YY cc RP`\LWK Pl SVVKZ^[
efQbZXb� 5 �JA�� 5 hPK� �C7 i�	�

/� ?��#�������7 :�F� ?�����#� � ����
�� �����#� ��������� ����'� �%������ ����
c :�F� ?��#�������7 &�F� 9� �������7 I�I�
��� "1���� 5 E�7 �JCA�

�� F����1��7 9�I� �����#� ����%� 
�$����
�� ����������#$ ��������� c 9�I� F����1��7
F�&� ����$��7 &�I� E���$��� 5 I�����'����7
�JD/�

�� &� "����7 F��� : ����%� ��!� � � ���
�����#$ �����
 �� �����#$ ��66����1�� "�#$
��������� c F��� &� "����7 9��� H����� cc E���
�'� 5 �JA�� 5 @� DA7 i��
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